UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

IMPOSICION DE RESTRICCIONES DE CAUSALIDAD Y
PASIVIDAD EN ANALISIS ESPECTRAL

Tesis de Grado presentada por

Rodrigo Alejandro Gonzalez Vidal

como requisito parcial para optar al titulo de
Ingeniero Civil Electrénico
y al grado de

Magister en Ciencias de la Ingenieria Electronica

Profesor Guia
Dr. Ricardo Rojas Reischel

Investigadores Correferentes
Dr. Cristian Rojas Enos - Mg. Patricio Valenzuela Pacheco

Valparaiso, 2016.






TiTULO DE LA TESIS:

IMROSICION DE RESTRICCIONES DE CAUSALIDAD Y PASIVIDAD EN
ANALISIS ESPECTRAL

AUTOR:

Rodrigo Alejandro Gonzalez Vidal

TRABAJO DE TESIS, presentado en cumplimiento parcial de los requisitos para el titulo de In-
geniero Civil Electrénico y el grado de Magister en Ciencias de la Ingenieria Electrénica de la
Universidad Técnica Federico Santa Maria.

Dr. Ricardo Rojas R.

Dr. Cristian Rojas E.

Mg. Patricio Valenzuela P.

Dr. Daniel Sbarbaro H.

Valparaiso, Noviembre de 2016.






Dedicado a mi familia,
por acompariarme y enseniarme

desde siempre.

También a mis amigos, que sin ellos

esto no hubiera sido posible.






AGRADECIMIENTOS

En pocas palabras quisiera agradecer a todos los que directa o indirectamente me han ayudado
durante los tltimos 6 afios en este largo trayecto que concluye con esta tesis.

En primer lugar quisiera hacer mencién a mi familia, mis padres Agustin y Cecilia y mis her-
manos Eduardo y Paula, con los cuales he compartido toda mi vida. Estd demds decir que son un
pilar fundamental para mi. Mucho de lo que he aprendido en el plano emocional e intelectual ha
sido gracias a ellos, y no puedo sino estar muy feliz por su presencia en cada momento.

En segundo lugar quiero agradecer a Antonia, Anfon, quien ha sido una compafiera genial. Agra-
dezco demasiado las hermosas experiencias que hemos vivido juntos, los tés y cafés, helados y
almuerzos, trotes y salidas, como también los momentos de estudio, memoria y concentracion. Le
doy las gracias por apoyarme siempre y darme tantas alegrias.

También quisiera expresar mi gratitud a mis profesores, en particular hacia el profesor Ricardo
Rojas, quien me ha orientado hacia el cumplimiento de mis metas, y me ha instruido en apreciar ain
mas la belleza del conocimiento. Agradezco las conversaciones sobre matemadtica, analisis de siste-
mas lineales, control e identificacién, las cuales me han ayudado mucho para ampliar mi visidén con
respecto a estas materias. También agradezco las ensefianzas de los profesores Juan Yuz, Francisco
Vargas y Juan Carlos Agiiero.

Me gustaria ademads, aprovechar de agradecer a Cristian Rojas y Patricio Valenzuela, quienes
han sido de mucha ayuda para el desarrollo de esta tesis. Les doy las gracias por su apoyo, y por su
gran hospitalidad al recibirme durante 2 semanas en Estocolmo, Suecia. No olvidaré esa magnifica
experiencia.

Finalmente, sin que signifique desmerecer el aprecio que siento por ellos, quisiera reconocer
la importancia de mis amigos, todos importantisimos para mi. Sin un orden especifico, quisiera
mencionar a algunos que he conocido y han marcado mi vida durante estos tultimos afios: Felipe
y Danilo Avila, Julian Rojas, René Fredes, Mario Lopez, Javier Romero, José Rojas, Guillermo
Becerra, Guillermo Castro y José Allende. También debo mencionar con gran cariflo a mis viejos
amigos Ives e Ignacio Ibacache, Gonzalo Farias, José Ignacio Freire, Felipe Barrera, Camilo Silva,
Marko Gasic, Pablo Salgado y Marcelo Rivera. Sin todos ellos, mi vida serfa distinta. Les debo
mucho.






RESUMEN

El estudio de métodos de estimacién no paramétricos para identificacion de sistemas tiene una
larga historia. Su importancia radica en que a partir de éstos se puede verificar la calidad del expe-
rimento de identificacion, obtener una vision general sobre las dindmicas del sistema para proponer
una estructura de modelos acorde y validar el modelo obtenido con técnicas de estimacidn paramétri-
ca. Entre las técnicas ocupadas frecuentemente en la practica, una de las mas populares es andlisis
espectral [1}2]].

El método de andlisis espectral permite obtener estimaciones de la respuesta en frecuencia y
por ende de la respuesta a impulso de un sistema, a partir del cociente de densidades espectrales de
potencia (PSD), [3]. Un estimador bésico derivado de este andlisis, es la estimacién de la funcién
de transferencia empirica (ETFE) [4], la cual se define como el cociente entre la transformada de
Fourier de la secuencia de salida y la transformada de Fourier de la secuencia de entrada. El es-
timador ETFE no es consistente, por ende es usualmente modificado por la inclusién de ventanas
no rectangulares como herramienta para estimar las densidades espectrales de potencia con mayor
precision.

Los sistemas por estimar cominmente tienen propiedades que se saben de antemano. Causalidad
es una propiedad de todo sistema real, en cuanto a que los efectos no pueden preceder las causas.
Por otra parte, el concepto de pasividad caracteriza las redes eléctricas pasivas, y en general todo
sistema fisico que no sea capaz de generar energia. A conocimiento del autor, los estimadores no
paramétricos por andlisis espectral no incluyen esta informacién para mejorar su desempefio como
estimadores.

En esta tesis, se estudia como imponer las condiciones de causalidad y pasividad en la estimacién
no paramétrica por andlisis espectral. Se plantea que, si se logra incorporar esta informacién en la
estimacion de sistemas causales o pasivos, es posible lograr mejores resultados en la practica, en
cuanto a que la estimacion serd mas precisa que con los métodos tradicionales de andlisis espectral.

Para el problema de imposicion de causalidad, se determinan explicitamente las respuestas a
impulso estimadas por ETFE tradicional e incluyendo ventanas no rectangulares, incluyendo condi-
ciones iniciales, y ademds suponiendo estructuras generales de modelos. Se muestra que el estimador
ETFE generalmente conduce a estimaciones no causales, y que esta propiedad depende de la secuen-
cia de entrada. Para los casos mencionados, se ha obtenido una expresién cerrada de un estimador
que fuerza estimaciones causales y de menor matriz de covarianza dentro de un amplio conjunto de
estimadores lineales, gracias a una estrategia llamada blanqueado de Cholesky [51/6].

En cuanto a la imposicién de pasividad, se estudian las restricciones que deben tener los sistemas
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v Resumen

lineales pasivos, y se caracterizan éstos en cuanto a la preservacion de su pasividad a través de dife-
rentes métodos de discretizacion. Obtenidos los alcances donde esta teoria tiene cabida, se analizan
las propiedades estocdsticas de la parte real de la respuesta en frecuencia estimada por ETFE, con el
objetivo de imponer pasividad a través de esta componente de la estimacién. Luego, se formula un
estimador que impone pasividad, y se describen técnicas alternativas para satisfacer la restriccion a
través de la teoria de outliers.

A lo largo de esta tesis se presentan diversos ejemplos que permiten ilustrar los desarrollos rea-
lizados y apreciar la importancia del aporte hecho al drea de estimacién no paramétrica.

Palabras claves
Identificacion de sistemas, estimacion no paramétrica, andlisis espectral, ETFE, causalidad, pa-
sividad.



ABSTRACT

The study of non-parametric estimation methods for system identification has a long history. Its
importance lies in that they can be used to verify the quality of an identification experiment, get
some insight into the dynamics of the system to propose a suitable model structure, and validate an
estimated parametric model. Among the techniques commonly employed in practical applications,
one of the most popular is the spectral analysis method [[1}]2]].

The spectral analysis method provides frequency and impulse response estimates of a system
from the ratio of power spectral densities (PSD) of its input and output [3]]. A basic estimator derived
from this analysis is the empirical transfer function estimate (ETFE) [4], which is defined as the
ratio between the Fourier transform of the output sequence and the Fourier transform of the input
sequence. The ETFE is not consistent in general, and therefore it is usually modified by the inclusion
of non-rectangular windows to obtain better PSD estimates.

When estimating systems, it is common to know in advance some basic properties of them.
Causality is a property of any real system, which consists in that effects can not precede causes.
In addition, the concept of passivity characterizes passive electrical networks (formed by resistors,
inductors and capacitors). And in general, passivity relates to any physical system that is not capable
of generating energy. However, to the knowledge of the author, non-parametric estimators by spectral
analysis do not include this information to improve their performance.

In this thesis, impositions of the conditions of causality and passivity in non-parametric estima-
tion by spectral analysis are studied. Incorporating this information in the derivation of the estimator
can contribute to achieve better results in practice, in that the estimate will be more accurate than
traditional methods of spectral analysis.

For imposing causality, several aspects are studied, including the estimated impulse response
obtained from ETFE for different model structures, and the effect of initial conditions in the estima-
tion. It is shown that the ETFE usually leads to noncausal estimates, and this property depends on
the input sequence. For the cases described above, an estimator which forces causality is obtained,
and it is proven that it minimizes the covariance matrix of the causal elements in a broad class of
linear and causal estimators, thanks to a strategy called Cholesky whitening [5} 6]

As for the imposition of passivity, the restrictions that passivity imposes on linear systems are
studied. Passive systems are characterized in terms of preserving its passivity through different met-
hods of discretization. Once the scope where this theory is valid is determined, the stochastic pro-
perties of the real part of the frequency response estimated by ETFE are analyzed, with the aim of
imposing passivity through this component of the estimation. Then, an estimator that imposes passi-



vity is formulated, and alternative techniques are described to satisfy the passivity constraint by the
theory of outliers.

There are several examples throughout this thesis which illustrate the developments made, and
allow to appreciate the importance of the contribution made in the field of non-parametric estimation
and in particular, to spectral analysis methods.

Keywords
System identification, non-parametric estimation, spectral analysis, ETFE, causality, passivity.



CONTENIDO

AGRADECIMIENTOS I
RESUMEN m
ABSTRACT v
INDICE DE FIGURAS| X1
[L._INTRODUCCION| 1
(I.1. Estado del artel 2
|1.2. Identificacion de problemas| 4
|1.3. Principales contribuciones| 5
|1.4.  Organizacion del documento| 5
2. MARCO TEORICO| 7
2.1. Introduccion| 7
2.2, ldentificacion de sistemasl 7
[2.2.1.  Objetivos y problemas en identificacion| 8

[2.2.2. Estimacion no paramétrica y ETFE| 9

[2.3. El problema de causalidad y pasividad| 12
2.3.1. Causalidad| 13

2.3.2. Pasividad| 13

2.4 Resumen| 14

3. _CAUSALIDAD: ANALISIS TEORICO DEL ESTIMADOR DE LA RESPUESTA A |
[ IMPULSO POR ETFE, MODELO OF] 15
B.I_Introducciénl

15

[3.2.  Deduccion del estimador de la respuesta a impulso| 15
[3.3. Analisis de media y covarianzal 22
13.3.1. Esperanzal 22
3.3.2. Covarianzal 23
(3.3.3. Matriz de covarianzal 23

[3.4. Conclusiones| 24

viI



Vil Abstract

4. ANALISIS DE CASOS Y EL PROBLEMA DE CAUSALIDAD DEL ESTIMADOR |

[_ETFEl 25
¥.1. Introduccionl 25
i4.2. Consideraciones sobre implementacion y simulacion| 25
|4.3. Causalidad dependiente de la entradal 26

|4.3.1.  Primeras estimaciones causales y no causales| 26
4.3.2. FEstimaciones causales usando otra senal de entradal 29
|4.4. Variacion de parametros de simulacion e interpretaciones| 31
4.5, Conclusiones| 40

[5._ETFE CAUSAL, MODELO OE| 43
D.1. Introduccionl 43
[5.2. En busca de un mejor estimador] 43
5.3, Formulacion de ETFE causall 45
[5.4. Implementacion y simulaciones| 52

[5.4.1. Consideraciones previas| 53
5.4.2. Modelo FIRI 53
15.4.3. Sistema de segundo orden| 55

57

58

60

61

61

61

16.3. ETFE considerando una estructura general de modelos| 63
16.3.1.  Deduccion de la respuesta a impulso y analisis de media y covarianzal 64
16.3.2.  Implementacion y simulacion| 66

|6.4. Incorporacion de ventanas en el estimador ETFE) 68
16.4.1.  Deducci6n del estimador suavizado de la respuesta a impulso| 69
16.4.2.  Analisis de media y covarianza del estimador ETFE suavizado| 72

16.5. ETFE Suavizado Causall 73
[6.5.1. Formulacion del métodol 73
16.5.2.  Implementacion y Simulaciones| 74

16.6. Conclusiones| 83

[7._IMPOSICION DE PASIVIDAD EN ETFEl 85
[7.1. Introduccionl 85
[7.2. Definiciones y conceptos preliminares| 85
[7.3. Caracterizacion de sistemas lineales pasivos| 87
[7.4. Pasividad por discretizacion| 91

[7.4.1.  Preservacion de pasividad| 91
[7.5. Ejemplos de sistemas pasivos simples| 96

[7.6. Pasividad: analisis del estimador ETFE] 98



Abstract

IX

7.6.1. Primer andlisis de Re{G(e/“)}|
7.6.2. Segundo andlisis de Re{G(e/®)}|
[2.7. ETFE Pasivol
[7.7.1.  Pasividad por truncamiento y blanqueo|
[7.7.2. Tratamiento con teoria de outliers|
[7.8. Conclusiones

8. CONCLUSIONES|
[8.1. Discusion general de los resultados|
18.2. Contribuciones principales por capitulo|

18.3.  'Trabajo futuro|

|A. NOTACION Y CONCEPTOS MATEMATICOS DE UTILIDAD

|IA.1. Notacion y elementos basicos|
|A.2. Transformada de Fourier en tiempo discreto y transformada de Fourier discretal
|IA.2.1. Transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT))
IA.2.2. Transformada de Fourier discreta (DFT)|
|A.3. Serie de Laurent y DTFT]|
|A.4. Matrices definidas positivas y factorizacion de Cholesky|
|A.4.1. Matrices particionadas por bloques|
|A.4.2. Matrices definidas positivas|
|A.4.3. Factorizacion de Cholesky|

| REFERENCIAS

99
100
104
104
107
108

109
109
110
111

113
113
114
114
116
118
119
119
120
121

123






INDICE DE FIGURAS

[3.1. Diagrama de bloques de estructura output error.| 16
|4.1. Izquierda: respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). De- |
recha: magnitud de la respuesta en frecuencia verdadera (azul), y la estimada por E'T- |
FE (rojo). Grificos para sefial de entrada ruido blanco y varianza de ruido o> = 0.05.| 27
4.2, Entrada u, rampa decreciente pseudoaleatoria, con o> = 107 | 28
K4.3. Izquierda: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). |
| Derecha: Magnitud de la respuesta en frecuencia verdadera (azul), y la estimada por |
ETFE (rojo). Graficos para senal de entrada rampa decreciente pseudoaleatoria y |
varianza de ruido o2 = 0.15) 28

4.4. Respuesta a impulso verdadera (azul), la estimada por ETFE usando u, (rojo, deno-

| tada por 2!), y usando i, (verde, denotada por §7), otra sefial que también provoca
L estumaciones causales. 30
4.5. Magnitud de la transformada de Fourier de la rampa decreciente |U;(e/*)| (rojo), y |
| de la sefial rampa alternada |U>(e’?)| (verde).| 30
4.6. Respuesta en frecuencia verdadera (azul), la estimada por ETFE usando u, (rojo, |
| denotada por G), y usando i, (verde, denotada por G,).| 31
[4.7. Respuestas a impulso estimadas para A, = Z (r0jo), A, = 3= (azul) y A, = 2% |
[ (verde) | 32
4.8. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo) para entrada |
L escalon unitariol 33
4.9. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo) para entrada |
| diente de sierra de 4 periodos.| 34
4.10. Magnitud del espectro de la senal de entrada para un periodo (azul), y para la se- |
| cuencia entera (r0jo).| 35
l4.11. Magnitud de la respuesta en frecuencia G(e/*) estimada por ETFE con entrada pe- |
[ riddical 36
|4.12. Magnitud de G(e/?) (azul) y la magnitud estimada por ETFE modificado (rojo), con |
| entrada periddica.| 36
4.13. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE modificada (rojo).| 37

XI



XII INDICE DE FIGURAS

4.14. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con cua- |

| tro partes, con senal de entrada diente de sierra decreciente (rojo).| 38
l4.15. Coeficientes {;} de la serie de Laurent de z*(Ux(z))~" | 39
4.16. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con R = |

| 200 (ro0jo).| 40
4.177. Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con en- |

| trada ruido blanco y R = 250 (r0jo).| 41

[5.1. Respuesta a impulso verdadera (verde), estimada por ETFE tradicional (azul), y la |
| estimada por ETFE causal (rojo), para sistema FIR con N = 1000.| 54

[5.2. Izquierda: respuesta a impulso verdadera (verde), estimada con ETFE tradicional
| (azul) y ETFE causal (rojo) para sistema segundo orden con o> = 0.05. Derecha:
| respuesta en frecuencia verdadera (verde), esttimada con ETFE tradicional (azul) y |

| ETFE causal(rojo).| 55
[5.3. Varianzas empiricas de 2(7) (azul), y el estimador causal g.(¢) (r0jo) para sistema de |
| segundo orden, o> = 0.05 56
[5.4.  Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) (rojo) para sistema de |
| segundo orden, o* = 0.1, 57
[5.5. Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) (rojo) para sistema de |
| tercer orden, o> = 0.05.] 58
[5.6.  Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) (rojo) para sistema de |
| tercer orden, o> = 0.1 58
[5.7.  Varianzas empiricas de 2(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) con M = 100 (ro0j0) y |
| M = 400 (verde).| 59
|6.1.  Diagrama de bloques de estructura general.| 64

[6.2. Varianzas empiricas de g, (azul), del estimador causal suponiendo ruido blanco g¢ |
| (r0jo), y del estimador causal con ruido modelado g¢ (verde) para una estructura ARX.| 67
[6.3. Varianzas empiricas de g, (azul), del estimador causal suponiendo ruido blanco g¢
| (rojo), y del estimador causal considerando modelo verdadero del ruido g¢ (verde)

| para una estructura ARX.| 68
[6.4. Coeficientes S de la serie de Laurent de z2°/(Ny(z))~' para 6, = 30 | 76
16.5. Respuesta en frecuencia real (verde), estimada con ETFE suavizado tradicional (azul), |

| y con ETFE suavizado causal (rojo), de un sistema FIR con 0, = 100, 71
16.6.  Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador suavizado causal g.(¢) (rojo), para |

| sistema de segundo orden con varianza de ruido o = 0.25 y &, = 180| 78
16.7.  Respuesta a impulso verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE |

| suavizada (azul) y ETFE suavizada causal (rojo) para o, = 180, 78
|6.8.  Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador suavizado causal g.(¢) (rojo), para |

| sistema de segundo orden con varianza de ruido o = 0.25 y &, = 250| 79

[6.9.  Estimaciones de un sistema segundo orden con o, = 250. Izquierda: respuesta a |
| 1mpulso verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE suavizada |
| (azul) y ETFE suavizada causal (rojo). Derecha: respuesta en frecuencia real (verde), |
| estimada con ETFE suavizado tradicional (azul), y con ETFE suavizado causal (roj0).| 79




iNDICE DE FIGURAS XIII

16.10. Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador suavizado causal g.(¢) (rojo), para |

| sistema de tercer orden con varianza de ruido o = 0.15 y 6, = 200, 80
[6.11. Estimaciones de un sistema tercer orden con 0, = 200. Izquierda: Respuesta a 1m- |
pulso verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE suavizada (azul) |

|

|

y ETFE suavizada causal (rojo). Derecha: Respuesta en frecuencia real (verde), es-
timada con ETFE suavizado tradicional (azul), y con ETFE suavizado causal (rojo),

todas en escala logaritmica.| 81
[6.12. Varianza coeficiente por coeficiente de g (verde), 8° (negro), & (azul), and g (rojo).| 82

[7.1. Diagrama de Bode de un sistema de segundo orden en tiempo continuo (azul), y su |
| discretizacion por retenedor de orden cero (rojo).| 92
|7.2. Diagramas de Nyquist para las funciones de transferencia continuas y obtenidas por |
| discretizacion con retentor de orden cero. (1) usando 7, = 0.07. (11) usando 7T, = 0.02.| 93
[7.3. Diagrama de Nyquist del sistema pasivo G(s) en Ecuacion (7.4.6) con a = 0.7 95
|7.4. Diagramas de Nyquist para las funciones de transferencia obtenidas por discretiza- |
| cion. (1) Discretizacion usando retenedor de orden cero. (i1) Discretizacion por Tustin.| 95
[7.5. Diagrama de Nyquist del sistema pasivo H(z) dado por (/.5.1)), cona = 0.5.| 97
[7.6. Diagrama de Nyquist del sistema pasivo H»(z) en la Ecuacion (7.5.8)).| 98
[7.7. lzquierda: respuesta a impulso verdadera (verde), estimada por ETFE tradicional |
| (azul), y estimada por ETFE pasivo (rojo). Derecha: respuesta en frecuencia ver- |
| dadera (verde), estimada por ETFE tradicional (azul), y estimada por ETFE pasivo |

105
[7.8.  Respuestas en frecuencia verdadera (verde), promedio de las estimaciones por ETFE |
| tradicional (azul), y promedio por ETFE pasivo (rojo).| 106

[7.9.  Promedio de las estimaciones de la parte real de la respuesta en frecuencia por ETFE |
| tradicional (azul), y por ETFE pasivo (rojo).| 106







Capitulo 1

INTRODUCCION

Existen muchos procesos industriales, por ejemplo en la produccién de papel, hierro, vidrio o
compuestos quimicos, que necesitan control automatico para que funcionen eficientemente y con
seguridad. Para tal efecto, el ajuste del controlador requiere usualmente algtn tipo de modelo del
proceso. El drea de estudio que se dedica a obtener modelos para el control, basado en datos re-
colectados experimentalmente del proceso en cuestién, se denomina Identificacion de Sistemas. El
procedimiento habitual para estimar un modelo consiste en someter al sistema a experimentos capa-
ces de generar datos, los cuales se procesan convenientemente para finalmente ajustar un modelo con
pardmetros apropiados a la situacién. Estos tienen validez limitada, en cuanto a que son razonables
para un cierto punto de operacién y ademads poseen poco significado fisico, pero son relativamente
faciles de construir, simular y usar exitosamente para el control en operacion real.

En identificacidn, se ha distinguido histéricamente dos grandes lineas de investigacion: aquélla
en la cual se estima pardmetros de una estructura especifica de modelo (modelado paramétrico), y
aquélla en que se pretende estimar puntos en un modelo no parametrizado, o con infinitos pardimetros
(modelado no paramétrico). Dentro de esta tiltima 4rea, diversos métodos se han desarrollado en pos
de tener informacidn util del sistema, en el dominio del tiempo y frecuencia [2}/7].

Uno de los métodos no paramétricos mas comunes se denomina analisis espectral. En este méto-
do, se busca obtener una estimacién de la funcién de transferencia a partir de cocientes de densida-
des espectrales de potencia. Una variante simple a esta estimacion es considerar la division entre las
transformadas de Fourier discreta de la salida y entrada, conocida en la literatura como “empirical
transfer function estimate”(ETFE) [4].

La estimacion de la funcién de transferencia con ETFE da resultados pobres en general. Para
mejorar la estimacidn resultante, diversas variantes se han probado con efectividad [4}[8,9]]. Una de
éstas es la incorporacion de ventanas de ponderacion en el cdlculo de las densidades espectrales de
potencia. Sin embargo, las técnicas ocupadas guardan relacién inicamente con los datos de entrada y
salida obtenidos experimentalmente, y no aprovechan la naturaleza fisica del sistema por identificar.
En este trabajo, las propiedades de sistemas que se pretenden aprovechar para identificacién son la
causalidad y la pasividad.

Causalidad en un sistema es esencial para extraer modelos confiables. En el dominio del tiempo,
un sistema con respuesta a impulso #, es causal si A, = 0 cuando ¢t < 0, es decir, el efecto (salida)
jamads precede a la causa (entrada). Esta condicién también puede ser definida en el dominio de la
frecuencia, a través de las relaciones de Kramers-Kronig [10], en las cuales se obtienen expresiones
que relacionan las partes reales e imaginarias de H(jw), la transformada de Fourier de A,.
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Por otra parte, el concepto de pasividad se remonta a los circuitos eléctricos, y guarda relacién
con la capacidad de disipar/entregar energia en una red. Un sistema es pasivo si la energia maxima
extraible del sistema, definida como la integral del producto interno entre la salida y la entrada,
estd acotada superiormente [ 11]]. Para sistemas lineales estables en tiempo continuo o discreto, esto
se traduce en que el diagrama de Nyquist de la funcién de transferencia se encuentre enteramente en
el semiplano derecho cerrado.

La condicién de causalidad es necesaria para todos los sistemas que necesitan ser identificados,
pues en la naturaleza no existen sistemas anticipativos. Por otra parte, la propiedad de pasividad es
facil de verificar en muchos casos a través de conocimiento fisico a priori del sistema (por ejemplo,
si el sistema es una red eléctrica compuesta s6lo por elementos pasivos). Ademads, es sabido que si
se tiene un sistema pasivo, es estabilizado con cualquier controlador estrictamente pasivo en reali-
mentacidn negativa, y la interconexién de sistemas pasivos es también un sistema pasivo. Por ende,
resulta de interés forzar ambas propiedades al modelo que se sabe causal o pasivo.

Entonces, resulta evidente que incorporando estos conocimientos previos del sistema en los
métodos de identificacién no paramétrica ya existentes, no sélo serd ttil a nivel de restriccién a
sistemas con caracteristicas particulares, sino que ademads en el caso particular de la ETFE se deben
conseguir resultados mas cercanos al sistema real, que serdan de gran utilidad para tener mejores
ideas sobre las propiedades frecuenciales y temporales del sistema por identificar.

1.1. Estado del arte

En la literatura cientifica hay diversos andlisis, estudios y mejoras hechas a algoritmos no pa-
ramétricos en frecuencia, y también casos particulares de restricciones de causalidad y pasividad.

En identificacién, muchos métodos se han desarrollado con el objetivo de obtener modelos que
presenten el menor error cuadritico medio posible, la menor varianza posible, o el menor sesgo
posible [2]. Un ejemplo clasico de esto es [12]], en donde se intenta obtener mejores resultados en
varianza aplicando, en este caso, una reduccién de modelos adecuada. También se estudian las pro-
piedades estocdsticas y comparaciones entre distintos estimadores en [13]]. Otro estudio relacionado
es [8], en donde se pretende mejorar los estimadores no paramétricos en sentido cuadratico medio
(MSE) bajo un enfoque de promedios no lineales.

En cuanto a mejoras y estudios de las distintas técnicas en identificacion no paramétrica, distintos
articulos y capitulos de libros se han presentado exponiendo las principales virtudes y alcances de
los métodos no paramétricos. Por ejemplo, [14] y [7] repasan los métodos y técnicas clasicas y
modernas, ambos bajo enfoques semi-histéricos.

En [4] se introduce el término “Empirical Transfer Function Estimate”(ETFE), analizando sus
principales propiedades en el tiempo y en frecuencia, y la relacion entre estos dominios. Ademads,
se plantean y analizan mejoras del estimador incluyendo correlacién entre frecuencias, suponien-
do que Go(e’?) es una funcién suave en w. También se estudian las propiedades espectrales de las
ventanas, y la aproximacién de la ETFE a través de cociente entre densidades espectrales de poten-
cia suavizadas por un proceso de enventanado, la cual se llamard en este trabajo ETFE suavizado.
Se han planteado en otros trabajos mecanismos que permiten mejorar las estimaciones producidas
por ETFE suavizado. En particular, en [15] y [16] se usa método de polinomio local (“local poly-
nomial method”, LPM) para determinar de forma adaptativa el ancho de la ventana de suavizado.
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Recientemente, otros métodos no paramétricos mds avanzados en el dominio del tiempo y en fre-
cuencia se han formulado para mejorar las estimaciones de la respuesta a impulso y la respuesta en
frecuencia [9,/17,/18]].

Un libro que incluye una vision alternativa del estimador ETFE es [19], el cual analiza extensi-
vamente este método de estimacion, y se estudian técnicas para estimar la respuesta en frecuencia
“frecuency response function”(FRF). Anteriormente a estas publicaciones, se habia trabajado con los
conceptos de andlisis espectral y correlacion para identificacion en [20]], aplicados en tiempo conti-
nuo esencialmente a problemas de mecanica y actstica. Mds sobre estos temas se publicé en [21]],
extendiendo el trabajo anterior por los mismos autores y con mas ejemplos en la practica.

En cuanto a la causalidad, diversos autores han planteado técnicas de resolucion, pero cada
uno dentro de su marco especifico de trabajo, sin plantear soluciones generales al problema de
restriccion. En [22]], se propone estimar la respuesta de impulso causal de un objetivo debajo del
agua, a través de un procedimiento de deconvolucién usando Filtro de Wiener, y luego considerando
la parte causal dada por la primera mitad de los datos obtenidos por la transformacién holomorfa de
Wiener-Doob. En [23]], para forzar causalidad se establece una relacion en frecuencia de las partes
reales e imaginarias de la transformada de Fourier continua de la respuesta a impulso de un sistema
aerodindmico, para luego obtener los coeficientes de la serie de Fourier asociada a la respuesta a
partir de un algoritmo de optimizacién usando cuadrados minimos.

Recientemente, se ha introducido la idea de usar la transformada de Hilbert y en particular,
la relaciéon de Kramers-Kronig, para forzar causalidad en sistemas dindmicos. En [24], se explota
la relacién entre parte real y parte imaginaria de la funcién de transferencia para reconstruir una
de éstas a partir de la otra, forzando la relacién de Kramers-Kronig. En cambio, en [25] se propone
construir una continuacién periédica de la funcién de transferencia en w, para asi imponer causalidad
directamente en los coeficientes de la serie de Fourier, obtenidos via cuadrados minimos, restringidos
a una condicion lineal de causalidad dada por Kramers-Kronig.

Ademas, diversos resultados se han obtenido en los ultimos afios en relacion a la restriccion de
pasividad en sistemas dindmicos. Sin embargo, el contexto investigado en los trabajos recientes no
tiene la generalidad dada por un enfoque tedrico en identificacién. En [26], se estudia la imposicién
de pasividad en sistemas lineales con retardos usando las herramientas de desigualdades lineales
matriciales (LMI), pero sin incorporar elementos de identificacién no paramétrica. Por otra parte,
en [27] y [28] se ha estudiado la idea de forzar pasividad en lazo cerrado a través del lema de
Yakubovich-Kalman-Popov en conjunto con optimizacién lineal.

En la literatura estudiada, se trata generalmente el problema de manejo de datos en pardmetros-S
o pardmetros de dispersion, investigacion asociada principalmente al drea de Telecomunicaciones. El
concepto de pasividad es de particular interés en esta drea, pues se espera que los modelos obtenidos
sean fiel reflejo de esquemas de redes eléctricas lineales pasivas. En [29] se resuelve de manera
sencilla la restriccion de pasividad en los pardmetros-S, al descomponer los pardmetros-S tabulados
por descomposicidn en valores singulares (SVD), y forzando directamente que los valores singulares
no superen la unidad. Métodos mads sofisticados se han estudiado en [30] y [31]. En [30], se explota
la idea de perturbar los valores singulares de la matriz de pardmetros-S tal que sean todos menores
que uno, y traduciendo esta restriccién a una restricciéon matricial lineal, manipulable facilmente
con herramientas computacionales. Por otra parte, [[31] restaura la propiedad de pasividad a través
de la perturbacidn directa de la matriz de pardmetros-S, y resolviendo un problema de desigualdades
lineales matriciales para obtener la matriz de perturbacion.



4 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

Ninguno de los estudios anteriormente mencionados sobre imponer causalidad o pasividad to-
man en consideracion las propiedades estadisticas de los estimadores para la minimizacién de sesgo
o varianza. En conclusion, es razonable afirmar que el problema propuesto no ha sido resuelto en la
literatura. Se han expuesto algunos enfoques actuales e interesantes al problema de estimacién no
paramétrica con restricciones de causalidad o pasividad, pero corresponden a resultados particula-
res para campos de investigacidn ajenos, y son carentes de formalidad matemadtica necesaria para
considerar éstos como avances significativos al area de identificacién de sistemas.

1.2. Identificacion de problemas

En el contexto expuesto en los parrafos anteriores, hay una serie de problemas que aparecen por
resolver. Algunos de ellos se enuncian a continuacién:

= El problema central es encontrar una relacion directa en el dominio del tiempo y frecuencia
que permita obtener los estimadores no paramétricos por analisis espectral de forma explicita
y mostrar la eficacia de los métodos para ambos tipos de restriccion.

= Uno de los grandes problemas o desafios en el desarrollo de un nuevo método de identificacién
es su profundidad tedrica. El método debe ser formulado de manera general, suponiendo la
menor cantidad de limitaciones estructurales posible, esto es, con la posible inclusién de con-
diciones iniciales y tratamiento con estructuras generales, y que permitan obtener un resultado
valioso para el campo en la actualidad.

= Dado que la literatura considera el efecto de las ventanas en frecuencia como una mejora
innata al andlisis espectral basico, un problema de interés es replicar un resultado extendido
para casos en los cuales se determinan las densidades espectrales de potencia con ventanas
distinta a la rectangular. Esto sin duda representaria un gran avance, pues al conseguir mejores
resultados que los que se presentan en la actualidad con ventanas en frecuencia, se ampliarian
las proyecciones del método y su alcance.

= En el caso de la restriccion de pasividad, se encuentra un problema a nivel conceptual de
bastante interés. Se debe investigar cudles son los alcances del método, en cuanto a primero
notar bajo qué condiciones se obtienen sistemas pasivos bajo discretizacion, y cudles son las
implicancias asociadas a este caso.

= Un problema evidente es la simulacion efectiva aplicada a un caso lo mds general posible.
Gracias al software disponible hoy en dia como MATLAB y Mathematica, para muchas apli-
caciones no resulta dificil el cémputo directo. Sin embargo, la problemdtica existe en la crea-
cioén de ejemplos y casos patoldgicos donde se distinga con claridad en qué esta fallando el
método tradicional (en qué casos se obtiene modelos no causales/no pasivos), la ganancia
producida con el nuevo método de identificacién y en qué aspectos.

= Finalmente, luego de obtener los posibles métodos novedosos de estimacién forzando las
propiedades presentadas, se debe entender su complejidad computacional y aspectos practicos
asociados a los estimadores construidos.
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Las interrogantes anteriores sirven de motivacion para el desarrollo de la presente tesis. Como se
puede apreciar en la revision bibliografica, estos cuestionamientos no han sido resueltos.

1.3. Principales contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis son:

= Explicar la no causalidad del estimador ETFE a través de la deduccion explicita de la respuesta
a impulso estimada.

= Desarrollar una mejora al método tradicional de la ETFE imponiendo en su formulacién con-
diciones de causalidad en el dominio del tiempo. Primero, se estudia el problema para modelos
output error con condiciones iniciales cero, para después desarrollar un método considerando
condiciones iniciales distintas de cero y estructuras generales de modelos.

» Formular una mejora al método ETFE con inclusién de ventanas no rectangulares, imponiendo
causalidad en este nuevo escenario.

= Demostrar la eficacia de forma tedrica del método causal desarrollado y sus principales alcan-
ces, para luego comprobar lo obtenido a través de simulacién y asi distinguir las principales
ventajas y problemas con respecto al método ETFE tradicional.

= Mostrar los alcances de la teoria de imposicion de pasividad en sistemas discretos, caracteri-
zando en qué casos tiene sentido aplicar esta restriccion.

= Describir un conjunto de técnicas que permiten imponer pasividad en el dominio de la fre-
cuencia, respaldadas por la literatura reciente y por simulaciones bdsicas.

1.4. Organizacion del documento

El trabajo desarrollado contempla 8 capitulos (incluyendo éste). Los contenidos de cada capitulo
se describen a continuacion:

Capitulo 2: Se presenta el marco tedrico en el cual se desarrolla esta tesis.

Capitulo 3: Se deduce el estimador de la respuesta a impulso por ETFE. Se determinan sus pro-
piedades de media y covarianza, y se deduce la no causalidad del estimador, la cual es dependiente
de la entrada.

Capitulo 4: Se implementa el estimador anteriormente deducido. Se estudian las consideraciones
de implementacidén, y se propone una sefial de entrada que entrega estimaciones causales. Adicio-
nalmente, se realizan diversas simulaciones con el fin de entender los resultados obtenidos por el
estimador frente a diversas sefiales de entrada, ruido y efectos promediados, entre otros pardmetros.

Capitulo 5: Se introduce un estimador ETFE que impone causalidad. Ademas de explicar la
formulacién basica, se desarrollan sus principales propiedades a partir de teoremas, y se comprueban
éstos en simulacion con diversos sistemas, todos obtenidos bajo el esquema output error.



6 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

Capitulo 6: Se desarrollan las principales extensiones a los resultados obtenidos en el capitulo 5.
Se estudia el caso donde las condiciones iniciales no necesariamente son cero, y se propone e imple-
menta el estimador ETFE causal en estructuras generales. Finalmente, se desarrolla el estimador de
la respuesta a impulso por ETFE suavizado, es decir, con la inclusién de ventanas no rectangulares
para estimar las densidades espectrales de potencia. Lo anterior se complementa con simulaciones
en diversos sistemas.

Capitulo 7: Se discute el concepto de pasividad, y su expresion en sistemas lineales estables. Se
relaciona este concepto con las funciones reales positivas, y se estudia el efecto de la discretizacion
en la conservacion de la propiedad. Finalmente, se analizan las propiedades de media y covarianza
del estimador ETFE en el dominio de la frecuencia, y se entregan diversas opciones para forzar
pasividad en este método de estimacion.

Capitulo 8: Se presentan las conclusiones de esta tesis y algunas ideas para trabajo futuro.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. Introduccién

El presente capitulo muestra el marco tedrico general en el cual se desarrolla esta tesis. Se des-
cribe brevemente la disciplina de identificacion de sistemas, sus problemas y objetivos principales, y
las técnicas cldsicas de estimacion no paramétrica. Finalmente, se introduce la “funcién de transfe-
rencia empirica estimada”(ETFE), estimador no paramétrico esencial para el desarrollo de esta tesis.
Al término de este capitulo se mencionan brevemente los conceptos de causalidad y pasividad, los
cuales se pretenden imponer sobre el estimador no paramétrico ETFE. La mayor parte del material
de esta seccién se puede encontrar con un mayor nivel de detalle en [[1-4}7,|14,32]]. Otros temas,
mds especificos, son definidos oportunamente en las secciones donde son utilizados.

2.2. ldentificacion de sistemas

La obtencién de modelos que permitan describir la realidad fisica forma parte esencial en el
desarrollo de la ciencia. Modelos son representaciones del objeto de estudio. Como tales, no ne-
cesariamente describen perfectamente la realidad, sino que se desarrollan con tal de expresar los
comportamientos esenciales de ésta. Por supuesto, lo esencial dependerd del propdsito del modelo
y la tolerancia al error, sea como sea definido en la aplicacién correspondiente. Los modelos, luego
de ser obtenidos, pueden ser validados segtin qué tan bien predicen fenémenos o salidas de acuerdo
a una causa especifica o entrada.

La obtencién de un modelo puede ser llevada a cabo a través de un andlisis fenomenolégico,
haciendo uso de las leyes fundamentales de la fisica (balances de energia, masa, moméntum, etc),
o bien a través de la experimentacién y uso de datos de ésta. Identificacién de sistemas trata con
el problema de construir modelos matemadticos de sistemas dindmicos basado en datos de entradas
y salidas observadas. Los modelos obtenidos por identificacion de sistemas tienen las siguientes
propiedades, en contraste con los modelos obtenidos basado solamente en modelamiento fisico:

= Tienen validez limitada dentro de un punto de operacién. Si se cambian las condiciones de
entorno (distinta secuencia de entrada, cambio en las dindmicas del sistema, o en pardmetros
relevantes), la representacién obtenida por identificacion de sistemas puede carecer de utilidad
en estos nuevos escenarios.
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= No aportan sentido fisico, en cuanto a que las relaciones obtenidas no son forzadas a priori
por leyes fisicas. Los modelos obtenidos por identificacién son dependientes de la estructura
escogida y por ende, a diferente estructura, diferentes son las representaciones, todas las cuales
potencialmente pueden ser igual de validas para el uso del modelo.

= Son relativamente faciles de construir y de usar, en cuanto a que el tratamiento de un sistema
complejo en dindmicas requerird mucho mds trabajo matematico para la obtencién del modelo
fisico, pero practicamente igual cantidad de esfuerzo en identificacién que un modelo mads
sencillo.

Si bien también es factible y a veces necesario proponer estructuras no lineales para identifica-
cién, es muy comtin que los sistemas identificados se postulen estructuralmente como lineales en
cierto punto de operacién. Por lineal, se entiende que la salida del sistema producto de una combina-
cion lineal de las entradas es la combinacidn lineal de las salidas asociadas a cada entrada [33]]. En
identificacidn de sistemas con modelos lineales, la estimacion de la ecuacion diferencial para el caso
de sistemas de tiempo continuo, y la ecuacidn recursiva para sistemas de tiempo discreto, es equi-
valente a la estimaci6n de la funcién de transferencia [34]. Esta permite representar analiticamente
la relacion entre la salida y entrada de un sistema lineal e invariante en el tiempo bajo condiciones
iniciales cero. Diferentes representaciones de la funcién de transferencia juegan roles importantes
para la descripcidn y andlisis de las propiedades de los sistemas, y el disefio de controladores.

2.2.1. Objetivos y problemas en identificacion

Hay muchas razones por las cuales se requiere describir matemdticamente un proceso. Ya sea
conocer mds sobre éste, analizando sus propiedades fisicas a través de las relaciones fundamenta-
les que satisface, o bien para un propdsito mds utilitario: el ocupar este modelo para motivos de
control. El enfoque en identificacién de este trabajo serd para propdsitos de control. Las diferencias
fundamentales con el primer objetivo planteado son las estructuras de modelos y la precision con las
cuales se pretende trabajar. Un modelo con fines de control debe capturar las dindmicas esenciales
del sistema, obviando posiblemente caracteristicas fisicas presentes en la relacion entrada-salida.
Comunmente existen perturbaciones, errores de medicién y entradas no controlables, las cuales se
incorporan al modelo sélo si al conocer esta informacién se logra un control mas robusto o de mayor
calidad y velocidad.

Dentro de los problemas recurrentes para resolver el problema de identificacion de sistemas para
el propésito de control, se encuentran:

1. Disefo de experimento: Para identificar un sistema, es necesario obtener datos de entrada y
salida. Para obtener la mayor cantidad de informacién del sistema, se debe escoger una sefial
de entrada apropiada. Por apropiada uno se refiere a

a) que logre excitar el sistema en las frecuencias de interés,

b) que tenga energia suficiente para garantizar una buena relacién sefial a ruido, pero sin
excitar no linealidades muy importantes,
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¢) que sea lo suficientemente extensa para recopilar datos de identificacion y de validacién
pero que no perturbe en demasia el funcionamiento normal del proceso, y

d) que sea fécil de generar y replicar.

Ademais de la seleccidn y generacion de la sefial de entrada, deben considerarse posibles lazos
de realimentacién en el sistema, el periodo de muestreo y el prefiltrado de los datos previo a
la estimacién paramétrica, entre otros aspectos [2]].

2. Determinacién de la estructura del modelo: En [2], se menciona que este paso es, sin lugar
a dudas, el mds importante y mds dificil en identificacién. Se debe escoger un conjunto de
modelos candidatos, especificindose dentro de la coleccidon de modelos, aquéllos que son
razonables. Para definir qué se entiende por razonable, es de extrema utilidad tener conoci-
mientos a priori del sistema por identificar. Esto puede hacerse haciendo un andlisis fisico
del sistema, para finalmente estimar aquellos pardmetros que son desconocidos o calculados
con baja precision. Este tratamiento se conoce como grey box modelling [35]. Una alternativa
a grey box modelling, es obtener informacidn a partir de experimentacién. Con técnicas no
paramétricas, es posible obtener ideas iniciales sobre la complejidad del modelo, el orden de
éste, y la presencia de retardos y dindmicas dominantes. Mds sobre este punto se discutird en
la proxima subseccidn, pues corresponde a los fundamentos esenciales de esta tesis.

3. Eleccién de método para estimar los pardmetros: Ya obtenida la estructura del modelo, se debe
escoger una estrategia que permita seleccionar el mejor modelo del conjunto. Esto se lleva a
cabo determinando los pardmetros que definen el espacio de la coleccién de modelos. El
modelo resultante debe ajustarse con precision a los datos obtenidos inicialmente. La medicién
de la calidad del modelo generalmente define un problema de optimizacion, el cual se resuelve
explicitamente o numéricamente, de acuerdo a la estrategia de identificacién adoptada. En
[1] y [2] se deducen y analizan distintos métodos tales como cuadrados minimos, variables
instrumentales y métodos del error de prediccion, entre otros. Se refiere al lector a [1]] y [2]
para una discusién mds detallada sobre dichos métodos.

4. Validacion: Después de conseguir un modelo particular que mejor describe los datos obtenidos
de acuerdo al criterio escogido, debe evaluarse qué tan bien representa este modelo al sistema
real. El problema de validacién consiste basicamente en formar argumentos para tomar la
decision de conservar el modelo obtenido, o rechazarlo.

Como se menciond anteriormente, la eleccion de la estructura del modelo es crucial para el resultado
final en identificacion. En este contexto, la presente tesis se enfoca en la estimacién no paramétrica,
la cual es introducida a continuacion.

2.2.2. Estimacion no paramétrica y ETFE

Histéricamente en el drea de identificacion de sistemas, se ha distinguido entre los métodos de
estimacion que eligen un modelo dentro de una clase no parametrizada, y aquellos algoritmos que
estiman un ndmero finito de pardmetros de algin modelo estructurado. Los primeros se conocen
como métodos no paramétricos [[14]. Estos métodos ofrecen modelos en forma de curvas o funcio-
nes, las que en general no pueden representarse con un vector de pardmetros de dimensién finita.
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La ventaja de estos métodos es que no requieren mucha informacion estructural del sistema para ser
utilizados. Sus principales usos son

a) para verificar la calidad del experimento de identificacidn distinguiendo por ejemplo, la relacién
sefial a ruido;

b) para obtener una vision general sobre las dindmicas del sistema, discriminando asi el nivel de
complejidad requerido en la estructura de modelos; y

¢) para validar el modelo paramétrico obtenido y el modelo del ruido presente en éste.

Dentro de estas estrategias de estimacion se encuentran métodos en el dominio del tiempo, como
son la estimacidn de la respuesta a impulso y la respuesta a escaldn, las cuales son ttiles para estimar
retardos de tiempo, relaciones causa y efecto, ganancia de estado estacionario y constante de tiempo
dominante, entre otros.

Ademéds de la estimacion de la respuesta a impulso y la respuesta a escaldn, existen métodos méas
avanzados en esta drea, como son las estimaciones por andlisis frecuencial, analisis correlacional, y
andlisis espectral. Este dltimo es el método a analizar en esta tesis.

Un modelo cominmente usado es el modelo output error (OE), el cual se expresa como

V= it g+ vy, 2.2.1)
k=0

donde {y;} € R™, {#;} € R™ y {v;} € R™ son las secuencias de salida, entrada y perturbacién
respectivamente. La secuencia {/};>9 € R™ ™ es la respuesta a impulso del sistema. Es decir,
la salida se forma a partir de la convolucién entre las secuencias de entrada y respuesta a impulso,
sumada por una perturbacién en la salida. Si se supone que {u,} es un proceso estocastico estacionario
independiente de {v;}, entonces la siguiente relacién (conocida como la ecuacién de Wiener-Hopf,
[1]]) es vélida para las funciones de covarianza cruzada:

Ry(®) = ) Ryt = k) 2.2.2)
k=0
donde, suponiendo E{y;} = E{w;} = 0, las funciones de covarianza se calculan como R, (1) =

E{yrcu} y Ru(t) = E{urecu,}, con E{-} el operador esperanza. Las funciones de covarianza en (2.2.2)
pueden estimarse a partir de los datos con

N-max(t,0)
Ry(r) = — Z Veaelly T=0,+1,42, ... (2.2.3)
t=1-min(7,0)
1 N-1
Ru(7) = ¥ Z Uprtty Ry(-T)=R,(1) 7=0,1,2,.... (2.2.4)

t=1

Aplicando la transformada de Fourier en tiempo discreto (ver Apéndice, Seccién[A.2)) en (2.2.2), se
obtiene la siguiente relacién entre las densidades espectrales de potencia (power spectral density o
PSD por sus siglas en inglés [3]]):

D (w) = H(e')D,(w), (2.2.5)
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donde
Dy (w) = i Ryu(T)e*j“”, (PSD cruzada de u a y) (2.2.6)
D, (w) = i R, (T)e T, (PSD de u) (2.2.7)
=0
H(e!®) = i e 19k, (Respuesta en frecuencia del sistema) (2.2.8)
=0

Entonces, la estimacion de la respuesta en frecuencia por andlisis espectral es
RPN )
H(e") = % () (2.2.9)

donde (i)yu(w) y @, (w) corresponden a las estimaciones de las densidades espectrales de potencia
Dy, (w) y D,(w) respectivamente. El método de estimacién en (2.2.9) es estudiado en detalle en esta
tesis.

Diferentes opciones de este método serdn obtenidas de acuerdo a cdmo se estiman las densidades

espectrales de potencia. Una posibilidad consiste en truncar (2.2.6) y 2:2.7) a N, insertar 2.23) y
(2.2:4) respectivamente, para obtener

N N
N 1 L L
by(w) = 5 > D yue IR = V(@) Un(e), (2.2.10)
k=1 t=1
1 N N
buw) = 5 D D wne T = Uy, 2.2.11)

>~
1l

1 t=1

~
I

donde Yy(e/®) e Uy(e/®) son las transformadas de Fourier en tiempo discreto de u; e y, respectiva-
mente, cont = {1,2,...,N}:

N
. 1 .
Yn(e®) = T Z e lok (2.2.12)
k=1
A 1 ¥ .
Un(e®) = = Z upe k. (2.2.13)
k=1

De esta forma, por (2.2.9) se obtiene la estimacion de la funcion de transferencia empirica (ETFE)
[4]: ‘
Yn(e’)
Un(ei®)’

El estimador ETFE serd analizado con profundidad en los capitulos siguientes. Cabe destacar
que este método de identificacién no paramétrica puede estudiarse como la extension del método de

H(e/?) = (2.2.14)

respuesta en frecuencia, el cual basa su andlisis en los efectos en magnitud y desfase producidos por
sinusoidales en la sefial de entrada, y en la correlacion de la sefial de salida con sinusoidales. Para
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una descripcién mds detallada, se recomienda revisar [4,[36].

El cédlculo de la ETFE por (2.2.14) entrega resultados pobres, en cuanto a que las funciones de
covarianza son imprecisas para grandes valores de 7, dado que se ocupan muy pocos términos. Otra
posibilidad para determinar explicitamente el estimador (2.2.9) consiste en ponderar los valores de
las funciones de covarianza en funcion de 7, acentuando los valores de las funciones de covarianza
que tienen mayores términos. Esto matematicamente se hace introduciendo una ventana de ponde-
racién w,(t) con pardmetro de forma y > 0, tal que las nuevas estimaciones de las PSD son

N
D) = " Ru(mwy(re (2.2.15)
=-N
N
byw) = > Riwy (e . (2.2.16)
=-N

Esta idea también puede estudiarse en el dominio de la frecuencia, observando que las PSD co-
rresponden a las transformadas de Fourier en tiempo discreto de la multiplicacién de secuencias de
funciones de covarianza con ventanas de ponderacién, lo cual es equivalente a una convolucién en
frecuencia:

b, (w) = % f ' W, (& — w)Yn(e)Uy(e)dé (2.2.17)

A

1 7 .
bu(@) = 5 f W, (& — )|Un(eF)Pde, (22.18)

donde W, (w), ventana en frecuencia, es la transformada de Fourier en tiempo discreto de w,(7):

Wy (w) = Z w,/(‘r)e_j“”.
=00

La idea de incorporar una ventana de ponderaciéon mejora estadisticamente el estimador ETFE,
haciendo que su covarianza frecuencia a frecuencia disminuya, a costa de perder en sesgo [4]. Dado
que no se requieren mas datos para obtener este estimador que para el estimador ETFE tradicional,
resulta de gran utilidad a modo de validacion de los resultados obtenidos por otros estimadores, y en
cuanto a complejidad, pese a ser levemente mas dificil de implementar en software, los resultados
obtenidos son bastante mas convincentes que sin ventana o ventana rectangular en el dominio del
tiempo.

La estimacion de la respuesta en frecuencia obtenida con el cociente de espectros incluyendo
una ventana de ponderacion se llamard ETFE Suavizado, y se estudiard en detalle en el Capitulo 6]

2.3. El problema de causalidad y pasividad

Tal como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de esta tesis es estudiar si es posible impo-
ner condiciones de causalidad y pasividad al método de estimacidn no paramétrica conocido como
andlisis espectral. Antes de analizar a fondo este problema, es necesario tener en consideracion los
conceptos de causalidad y pasividad que seran estudiados mas adelante en esta tesis.
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2.3.1. Causalidad

La causalidad es una propiedad intrinseca que poseen pricticamente todos los sistemas reales.
Un sistema es causal si no muestra cambios en la sefial de salida hasta que hayan cambios en la
entrada, es decir, los efectos (salidas) no pueden preceder las causas de ese efecto (entradas). For-
malmente, se dice que un sistema en tiempo discreto es causal [37] si para cada 7y la secuencia de
salida y; en el indice ¢t = fy depende inicamente los valores de la secuencia de entrada para ¢ < fy. Si
t < ty en la dltima condicidn, se dice que el sistema discreto es estrictamente causal.

En sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo, la causalidad se reduce a que la secuencia
respuesta a impulso /, sea una secuencia causal, esto es

h; =0 paratodot <0,t € Z. 2.3.1)

La definicién (2:3.T) serd esencial en el desarrollo de métodos que logren imponer esta condicién
en estimaciones de la respuesta a impulso. Esta condicién también puede estudiarse en el dominio
de la frecuencia, a través de las relaciones de Kramers-Kronig [10,38,/39], las cuales establecen
condiciones sobre la parte real y parte imaginaria de la transformada de Fourier en tiempo discreto
de la respuesta a impulso, es decir, para sistemas estables, de la respuesta en frecuencia:

w-—0

)de, 232)

Im{H(e/)) = —%r f " Re{H(ef")}cot(

w-—0

RelH(e/)) = hy + — f " Im(H () cot( )de. (2.33)
2 J_x

Se remite al lector a [39] para mayor analisis sobre estas condiciones.

En relacién con el problema de identificacién, los métodos de estimacidn no paramétricos men-
cionados, en particular el método de andlisis espectral y ETFE, no consideran esta informacién en
la estimacion. Por ende si se usara la restriccion de obtener sistemas causales de alguna forma en
la estimacion, es de suponer que las estimaciones serdn mejores en cierto sentido estadistico. De
esta forma, puede forzarse la causalidad y al mismo tiempo, mejorar (o al menos no empeorar) las
caracteristicas de media y matriz de covarianza del estimador.

2.3.2. Pasividad

El control de procesos basado en conceptos de pasividad, es decir, el disefio de controladores
y andlisis de sistemas pasivos, es un drea emergente en control automatico. Diversos textos se han
escrito en las dltimas décadas con respecto a esta materia [40-42[]. Su origen se remonta a la teoria
de redes y sintesis de circuitos eléctricos [43], en la cual se consideran circuitos pasivos aquellos
formados por combinaciones de resistencias, condensadores, inductores y posiblemente de transfor-
madores y giradores, todos de valores constantes.

Sistemas pasivos son una clase de procesos que disipan cierto tipo de energia fisica o virtual,
expresadas cominmente con funciones tipo Lyapunov. En los sistemas pasivos la tasa de energia
que fluye al sistema no es menor al aumento de energia almacenada. En otras palabras, un sistema
pasivo no puede almacenar mas energia que la obtenida desde el exterior, en donde la diferencia de
éstas corresponde a la energia disipada.
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Definida como una propiedad de entrada-salida de un sistema, la propiedad de pasividad es
util para andlisis de estabilidad en sistemas interconectados, como también para estudiar e imponer
robustez en sistemas de control. La definicién matematica de pasividad se estudia en detalle en el
Capitulo

A diferencia de la propiedad de causalidad, la pasividad no es una caracteristica tan comtin en
sistemas. Sin embargo, si se sabe de antemano que un sistema es pasivo, resulta intuitivo pensar que
se puede mejorar la estimacién obtenida por andlisis espectral (y en general, por cualquier método
de estimacion) imponiendo esta condicién dentro del método. Asi, se pretende mejorar las carac-
teristicas estadisticas del estimador, consiguiendo mejores resultados en la practica.

2.4. Resumen

El capitulo resume la teoria subyacente al trabajo desarrollado en esta tesis. Desde la generali-
dad, se hace una resefia sobre el drea de identificacion de sistemas, campo en el cual se desarrolla
este trabajo. En particular, se introduce el método de estimacién no paramétrica llamado andlisis es-
pectral, el cual se pretende estudiar en detalle. Ademads de dar a conocer su computo, caracteristicas,
aplicaciones y alcances, se menciona la idea base detrds del trabajo: mientras mds informacién co-
rrecta/validada se tenga sobre un sistema por identificar, el uso de esta informacién en el proceso de
identificaciéon debe mejorar el desempeiio del estimador y, por ende, de los resultados obtenidos. Es-
ta idea, vaga por el momento, se explotara en los capitulos siguientes al estudiar la imposicién de las
condiciones de causalidad y pasividad (ambas introducidas, definidas y explicadas en este capitulo)
en andlisis espectral y en particular, en el estimador de la funcién de transferencia empirica ETFE.



Capitulo 3

CAUSALIDAD: ANALISIS
TEORICO DEL ESTIMADOR DE
LA RESPUESTA A IMPULSO
POR ETFE, MODELO OE

3.1. Introduccidén

En el marco teérico descrito en el Capitulo [2] se menciond el estimador ETFE como un método
basico de identificacién no paramétrica, resaltando sus principales caracteristicas y propiedades. Este
capitulo introduce y analiza el estimador ETFE aplicado a un sistema modelado con la estructura
output error, la cual se reconoce como una estructura basica para propositos de modelado. Ademas
de expresar el estimador en frecuencia, se determina explicitamente el estimador en el dominio del
tiempo, es decir, la estimacién de la respuesta a impulso del sistema lineal. A conocimiento del
autor, este resultado no ha sido cubierto expresamente en la literatura de la materia, y es importante
en cuanto sienta las bases para la imposicion de la propiedad de causalidad en el estimador.

El objetivo dltimo de este capitulo es familiarizarse con el estimador ETFE, estudiando sus
propiedades de media y matriz de covarianza, y analizando los resultados tedricos obtenidos para
encontrar condiciones en donde se tiene causalidad o no causalidad, la cual puede reconocerse de
forma mds fécil en el dominio del tiempo. Las herramientas mateméticas requeridas en este capitulo
se encuentran en el Apéndice, Secciones y

3.2. Deduccioén del estimador de la respuesta a impulso

El objetivo de esta seccion es obtener explicitamente el estimador de la respuesta a impulso por
ETFE, esto es, la transformada de Fourier inversa del cociente de las transformadas de Fourier de
salida y entrada de un sistema. Para esto, se estudia el siguiente sistema discreto, lineal e invariante
en el tiempo sujeto a condiciones iniciales cero, modelado con una estructura output error

15
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Vi

u
——— Go(g)

Figura 3.1: Diagrama de bloques de estructura output error.

yi = Go(@u + v, (3.2.1)
-1

=Y Qug+v, t=1,..,N, (3.2.2)
donde {v,} es un proceso de ruido blanco de media cero y varianza 2. Go(q) representa el modelo
exacto del sistema lineal, escrito en funcién del operador de adelant(ﬂ g. Sujeto a condiciones ini-
ciales iguales a cero, se obtiene el estimador ETFE (empirical transfer function estimate, [4]]) como
el cociente de las transformadas de Fourier en tiempo discreto (DTFT) de las sefiales de salida y
entrada, a partir del calculo expresado a continuacién:

N
. 1 Y
Yi(el) = —= > yie "
N =
1 N t-1 1 N
_ 0 —jwt —jwt
= — grUi—ie + — vie /. (3.2.3)
o W

Se denota el dltimo término como Vy(e/?), y el primero se expresa de forma conveniente gracias
al cambio de variable T = ¢ — k, intercambiando el orden de las sumatorias e introduciendo un cero
conveniente de la siguiente manera:

0 —jwt _ 0, ,—jwk+t)
— 8rUi—ke = — gpue (3.24)
VN =1 o VN 5 =i
_ 0 —jwk —jwt 0 —jw(k+T7)
= 8¢ ure - grle .
k=0 VN = N 130 =Nkl

Definiendo la respuesta en frecuencia truncada del sistema Gy(q), y las transformadas de Fourier
siguientes

N-1 N -1 N
. ) . 1 . . -1 ;
GY(e™) = gl Un(e™) = —= > we™, My(e)=—=>" " glue k),
t=0 \/N t=1 \/ﬁ k=0 7=N—-k+1

(3.2.5)
se puede reescribir la relacién (3.2.1)) en el dominio de la frecuencia como

Yn(e™) = G (") Un(e™) + My(e’) + Vy(e™).

ElL operador de adelanto satisface gfy = fis1y ¢~ fi = fi—1. Para ms andlisis sobre este operador, ver [44].
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De esta manera, se tiene el estimador ETFE

Yy(e) G (e )Un(e!) + My(e/”) + Vi (el)
Un(ei®) Un(e/?)
My (e) + Vy(e™)

= G (e/) + i) . (3.2.6)

G(e'®) =

De forma andloga al anélisis hecho en [4], es posible notar que

N-1

Z Z Qlupeoths)

k=0 T=N—-k+1

IMy(e/)] =

IA
oq
-

<
a2

IA

|
=i
o
54
T
A
”M
=
&
To

= —L (3.2.7)

Es decir, suponiendo que la sefial {1} es acotada, y que la suma Y~ =0 klgkl converge para N — oo
(lo cual es una suposicién de estabilidad del sistema), el término C; es finito y por ende |My(e/*)|
tiende a cero para todo w a medida que N — oo. Esta observacion es importante para el calculo de
la esperanza, que se verd en la seccion siguiente.

De aqui en adelante, haciendo el cambio de variable ¢ = k + 1, se considerard My(e/*) como

N-1 N
; 1
MN(ejw) — _]v Z Z ggu‘re Jok+t) _ Z[ Z gh uze — jw(T— 1)] —jot _ the—jwt’
k=0 T=N—-k+1 T=N-t

donde se ha denotado m, := 3 _, g% jure /D,

Continuando con el desarrollo anterior, nétese que

My(e™) + V(™) = Z(m, byt £ L Z(m, +v)z (3.2.8)

N — —
elv=z 1 Z — ZN up + Z 2142 + -+ uy NU(Z)
uz = = .

1 :
=1 VN =1 VNV N

Se puede descomponer z" (Ny(z))~! como la suma de dos funciones racionales P(z) y Q(z), donde
P(z) contiene todos los polos de zV¥ (Ny(2)™! que se encuentran en la circunferencia unitaria |z] = 1,

Un(e!®) =

£l 3l
|
|

y O(z) contiene los polos restantes:

ZN

Ny(z)

= P(2) + Q(2). (3.2.9)
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El objetivo es poder expresar z"V(Ny(z))~! evaluado en z = ¢/ como la transformada de Fourier de
alguna secuencia «,. Para esto, en primer lugar se trabajara Q(z).

Dado que Q(z) no tiene polos en |z| = 1, se expresa Q(z) en términos de su serie de Laurent [45]]
analitica en |z] = 1 como
0@ = ) af*, (3.2.10)
k=—00
Los polos estables de Q(z), que equivalen a los polos estables de z"V(Ny(z))~', producen una exten-
sién en potencias negativas de z, mientras que polos en |z] > 1 producen potencias positivas. Esto se
muestra en los siguientes ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 3.2.1. f(z) = ——, con|c| < 1:
Z—C

1 (o]
f@=1mp =) ¢t L k> (3.2.11)
z k=0
. 1
Ejemplo 3.2.2. g(z) = T, con el < 1:
s
g@) = ——= —Cickzk =—c ZO“ 1 kz"‘ |z < 1 (3.2.12)
1-cz pa e ’ lel” -

Por otra parte, el tratamiento de P(z) es un poco mds complejo. Expandiendo P(z)|,—.iv = P(el®)
en fracciones parciales, se obtiene

R Kk

i Cik
P(e™) = Sk (3.2.13)
i:ZI rerll Gl e/t
donde R es el nimero de polos distintos de P(z) en |z| = 1, denotados como e/, ..., e/% con 6; €

[0, 27), cada uno con multiplicidad k;, y ¢;x son coeficientes complejos.
El objetivo es obtener una expresion para la transformada de Fourier inversa de P(e/). Para esto,
se recurre a un par de transformada conocido [39]:

1 7 1
- = —, 3.2.14
Mt ) [ —eo ( )

donde ; es la funcién escalén de Heavyside [33]. Entonces, aplicando las propiedades de traslado
en tiempo y frecuencia, en conjunto con (3.2.14), se obtiene la siguiente transformada inversa de

interés
-1 i -1
1 e
a { ejw — ejbi } - T{ 1 — e~ J(w=06) }

e 1
= e./ez(f )] (#1_1 _ E)

= p¥ (3.2.15)
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Entonces, aplicando la propiedad de convolucién, es posible expresar P(e/*) como

ki o

P ) =" ca(pf 1 ple !

i=1 k=1 t=—00

bII4

0; k=1 _6i\ ,—jw(-k
Z Ci,k(pl_k * b, )e Jel=o
k=1

M
M=

cix(plh,  #7 plhe it (3.2.16)

(3.2.17)

1
M
1
8,

T

kveces
donde se ha introducido la notacién y; wK x, = Yy m, con * que denota el operador
convolucién. Por convencién, y, +* x, = y,.
Es f4cil notar que en general se tendrd o’ # 0 parat < 0.

Observacion 3.2.1. Cabe destacar que la transformada (3.2.14), a diferencia de las transforma-
das inversas obtenidas para Q(2)|,=.iv, no proviene de una secuencia absolutamente sumable ni
cuadrdticamente sumable. Por ende, la interpretacion de (3.2.14) debe verse bajo la teoria de las
funciones generalizadas [46)], en la cual es posible extender rigurosamente el concepto de transfor-
mada de Fourier para secuencias que pueden ser expresadas como suma de componentes frecuen-
ciales discretas, como
o
Xp = Z ae’ k.

t=—00

Dado que la expresion (3.2.16) no es fécil de interpretar con claridad, a continuacidn se presenta
un ejemplo.

Ejemplo 3.2.3. Considere Ny(z) con un par de raices complejas conjugadas en la circunferencia
unitaria, de la forma z, = e/ y z, = e7°. A modo de ilustracién, sea P(z) dado por

Z

P& = ey

(3.2.18)

Expandiendo P(z)|.=.iv en (3.2.18)) en fracciones parciales, se tiene

1 el el
P(2)|pio = ( - )

T 2jsin(0) \ el — e eiw — e=J0

_ 1 1 1
T 2jsin(@) \1 — e~ /w0 7 e=jwto) |’

de modo que

P _ jw\—1 _ 1 160t _l _—jor _l
%JVM”‘%m@@@’)e]@ »
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3 1\ sin(6¢)
“H 7 2) i)

Por supuesto, los casos donde sin(6) = 0, es decir las raices z = 1 0 7 = —1, estdn cubiertos sin la

necesidad de polos complejos conjugados:

el DTFT P 1
P@l=er = elo — 1 — @ =y — E?
el DTFT 4 1 1
POl = e 8 o == 3] =10 - 5).

En las tres posibilidades presentadas, se observa que af ¢ 0 para t < —1. Esto es crucial en el
andlisis posterior. Ademds, notamos que en general {a’} 7L> 0, lo cual no ocurre para at , dado

que la serie de Laurent de Q(z) debe converger en la circunferencia unitaria.

Con los anteriores andlisis en consideracion, gracias a (3:2.10) y (3.2.17) se puede expresar
(Un(e/))~! como
1 eij
Un(e™) ~ Ny(e)

Z(ar +a@)e ¥ = Z a e, (3.2.19)

1=—00 =—00

donde claramente «; = af + a/tQ. Es decir, (Uy(e/“))™! se puede escribir como la transformada de
Fourier de alguna secuencia {a,}. N6tese que para entrada ruido blanco de longitud finita se obtienen
raices de Ny(z) en |z] = 1 con probabilidad 0, por ende af = 0 para todo ¢, con probabilidad 1. Sin
embargo, es sabido que a medida que a medida que N tiende a infinito, el polinomio Ny (z) concentra
sus raices en el disco unitario [47], lo cual puede traducirse en una desventaja si se trata con una
gran cantidad de datos.

Un caso de interés es cuando se excita el sistema con una entrada periddica, situacion en la cual
Ny (z) tiene raices en el circulo unitario, como se demuestra en el Capitulo E} En esta situacion, se
tiene ! # 0.

Entonces, por (3:2.8) y (3:2.19), se tiene, tomando e/ = z,

My() + V() Z(m’ +v)! Z iz

+ —1—k
UN(Z) (m; + vagz

M=
Mg

k=—00 t=1 k=—co

- i ﬁ:(mt +v)az (3.2.20)

Por lo tanto, se obtiene la expresion exacta para el estimador de la respuesta a impulso por ETFE

[ N
G(e'™) Z g?+Z(mk+vk)a,_k) eIt (3.2.21)

t=—00 k=1

(3.2.22)

Il
M
o>
®
d
g
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La igualdad en (3.2.21) es el resultado mds importante de este capitulo. El estimador no causal
de la respuesta a impulso g, puede ser analizado como la suma entre la respuesta a impulso ver-
dadera del sistema, y la convolucién entre la sefial (m, + v,) y la secuencia «a,, obtenida a partir de
la transformada inversa de Fourier de (Uy(e/“))~". Esta secuencia a; resulta crucial en el error del
estimador, y su orden de magnitud influye directamente sobre el peso que tendrd el ruido en las es-
timaciones de cada coeficiente de la respuesta a impulso. Ya se mostré que esta secuencia depende
unicamente de la sefial de entrada. Lamentablemente su interpretacion no es directa, dado que la
serie de Laurent de la funcién racional zV¥(Ny(z))~' a priori no es fécil de determinar. Sin embargo,
existen resultados que permiten caracterizar la secuencia {a;} de acuerdo a la sefal de entrada. Mas
de esto se estudiard en el capitulo siguiente.

Noétese que también puede calcularse g, directamente a partir de la transformada inversa de la
respuesta en frecuencia estimada. Suponiendo que af = 0 para todo i € Z, otra forma de calcular g,
se escribe a continuacién ocupando herramientas de variable compleja:

1 T

8 =— G(e')e™ dw
2 J_,
(@ 1 " N, jwy ,jwt 1 fﬂ MN(ejw) + VN(ejw) iwt
= — | GyE)e"dw+ — , Jotg
o j:n 0 (€)™ dw . Un(ei®) edw
») 1 o N
250 r—I-1
=& t 2 56 Z Z(mk + vz dz
2€Cilf=1 = k=1

© 1 ) N
=g+ — Z (my + viday ¢ 95 7 ldg

nj S

- . 7€C:lz|=1

@ 1 o N
@ o, L .
=8 + 2 Z;o kZ:;(mk + Vi) 2m o
(e) N
e
< g+ ) e+ v, (3.2.23)

=1

donde 6,_; es el delta de Kroneckerﬂ en ! = 1, (a) se obtiene usando (3.2.6)), (») usando (3.2.20), (c)
se consigue intercambiando integral con sumatoria, (d) se obtiene resolviendo la integral bésica de
variable compleja, y (e) se consigue ocupando la definicion del delta de Kronecker.

Para terminar esta seccidn, se analiza la parte no causal del estimador. Por (3.2.21)), la parte no
causal de G(e/®), denotada como G,,.(¢/), estd dada por

-1 N
Gre(e) = Z Z(mk + Ve .
t=—00 k=1
Claramente en la parte no causal del estimador sélo influyen los términos de @, para t < —1.
Es decir, aquellos coeficientes relacionados con los exponentes positivos de z en la expansion en
serie de Laurent de z¥(Ny(z))~!. Del andlisis anteriormente hecho en (3.2.11) y (3:2.12), sélo se
tendran estos términos a partir de polos inestables de N(Ny(2))~". Es decir, las no causalidades
en el estimador se producen a partir de raices con médulo mayor o igual que 1 en el polinomio

2El delta de Kronecker [33] es una sefial de tiempo discreto que se define como 6§, = 1 para t = 0y 6; = 0 en otro caso.
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Ny(z), formado directamente a partir de los datos de entrada. Esta afirmacion es la conclusién més
importante de este capitulo.

Lo anterior supone grandes problemas a nivel de causalidad del estimador, pues facilmente pue-
de cumplirse la condicién de no causalidad producto de la entrada. Por ejemplo, es suficiente que
‘;—7 > 1 para que al menos un cero de Ny (z) tenga magnitud mayor o igual que 1 [48]. Esto ya es
tremendamente restrictivo, dado que no importando los datos que existen entre el primer y dltimo
dato, basta un solo dato adicional en la entrada para potencialmente provocar no causalidad en el
estimador ETFE. Ademds de esta restriccion, por el criterio de Jury [49L/50], para que el polino-
mio Ny(z) tenga sélo raices con médulo menor que 1 es necesario que se satisfagan las siguientes
condiciones:

Ny()>0 y D¥Ny(=1)>0,

lo cual restringe atin mas el conjunto de secuencias de entrada que provoca causalidad, dado que
Ny(l) > 0 se puede analizar como un requisito de media positiva en la sefial de entrada. Adn
asf, si la secuencia de entrada admite valores negativos, posiblemente (3.2.24) puede no cumplirse,
provocando estimaciones no causales de la respuesta a impulso.

3.3. Analisis de media y covarianza

Ya obtenido explicitamente el estimador de la respuesta a impulso por ETFE, en esta seccién se
analizan sus propiedades estadisticas, las cuales seran de utilidad para proponer un mejor método de
estimacion. A continuacién se estudian las propiedades de media y covarianza de este estimador en
el dominio del tiempo:

3.3.1. Esperanza

La media del estimador de la respuesta a impulso por ETFE se calcula por (3.2.23) como
N
E{g) =E {g? + > m+ vk)a,_k} (3.3.1)

k=1

@ N N

a

=g+ Z My + Z E{vi}aii

k=1 k=1

(@] o

0

=&t § My,
k=1

donde (a) es producto de la linealidad del operador esperanza, y (b) dado que la media del ruido
blanco vy es cero. Cabe destacar que es bien sabido [4] que la respuesta en frecuencia estimada
por ETFE es asintdticamente no sesgada frente a una sefial de entrada dada por una realizacién de
un proceso estocdstico con densidad espectral de potencia ¢,(w) acotada superior e inferiormente y
positiva. Esto se cumple gracias al resultado obtenido en (3.2.7), a la condicién C; < oo, y a que
E{Vy(e/?)} = 0 para todo w. Por lo tanto, puede demostrarse bajo estos supuestos que la respuesta a
impulso estimada por ETFE es asint6ticamente no sesgada. Este andlisis riguroso no se haré en este
trabajo dado que no es necesario para los resultados posteriores.
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3.3.2. Covarianza

Para la covarianza entre dos coeficientes del estimador de la respuesta a impulso, se calcula

N N
E{(gx — E{gi)(& - E{gD} = E {Z Vil Vraz—r}

N
Q2 Z s, (3.3.2)
=1

~

donde (a) es producto de la linealidad del operador esperanza, y (b) se obtiene gracias a que la
varianza del ruido blanco vy es o2, y sus muestras estdn no correlacionadas entre si, por definicién
de ruido blanco.

3.3.3. Matriz de covarianza

Finalmente, se determina la matriz de covarianza. Esta se puede determinar por el resultado
obtenido en el punto anterior, pero a continuacién se muestra una forma alternativa de calcularla. Se
sabe que el error de estimacidn estd dado por

N

e; =2 —E{g} = kaa’t—k-
k=1

Para obtener la matriz de covarianza de los errores de estimacion de M datos no causales, hasta el
tiempo ¢ = N, se puede escribir el error en forma matricial como

e = TRV (3.3.3)
donde
€M Vi @-_M-N
e:.= ,V = B = s (3.34)
eN VN anN-1

y T(B) es una matriz de Toeplitz de dimensiones (N + M + 1) X N cuyos elementos son
[TB)]ix = Bicksn = Qick-p—1, i=1,...,N+M+1, k=1,...,N. (3.3.9)
Por lo tanto, la matriz de covarianza de e, la cual se denotard P, se obtiene segiin (3.3.3) como
cov(e) = P = E{TB)vw T7 (B)} = TBE{wW }TT (B) = o*T(B)TT (B). (3.3.6)
Notese que a partir de este resultado, se obtiene directamente [51]] que:
rank{P} = rank{T(8)} < min(N + M + 1,N) = N. (3.3.7)

La primera igualdad proviene de la identidad rank{AA”} = rank{A} [52]]. Es posible obtener un
resultado atin mas preciso que (3.3.7), como se presenta en el siguiente teorema:
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Teorema 3.3.1. Supongase que Ny(z) no tiene raices con modulo igual a 1. Entonces, el rango de
P es igual al minimo entre N y el niimero de raices estables de Ny(z) mds M + 1.

Demostracion. Ver [53]. O

En conclusioén, para la configuracion estudiada, el estimador de la respuesta a impulso dado por
ETFE es asintticamente no sesgado, y con matriz de covarianza directamente proporcional a la
varianza del ruido blanco {v;}.

N—oo

También se observa que P —~ 0, por lo que el estimador g, no es consistente. Es por esta
razén que el estimador ETFE sin modificaciones no es muy utilizado. La inclusién de ventanas
logra resolver este problema ademads de reducir la varianza de las estimaciones, a costa de aumentar
el sesgo. El tratamiento de este estimador se discute en detalle en el Capitulo [6]

3.4. Conclusiones

Los resultados de este capitulo versan sobre la determinacién explicita del estimador de la res-
puesta a impulso por ETFE para un modelo output error y la caracteristica de ésta que la hace no
causal para muchas sefiales de entrada. El resultado principal es que la causalidad o no causalidad del
estimador depende de la expansion en serie de Laurent de la funcién racional z¥ (Ny ()", lacual en
general entrega coeficientes positivos y negativos, provocando no causalidad. Como se ha mencio-
nado anteriormente, en identificacion es comun estimar sistemas causales. Por ende, los términos no
causales para estos casos no deberian considerarse como informacién vdlida. Sin embargo, atin pue-
den contener informacién de utilidad dado que estas muestras estdn correlacionadas con las muestras
causales. Esta informacion servird en los capitulos posteriores para mejorar la estimacion obtenida
por este estimador.

Por otra parte, se determind las propiedades estadisticas del estimador obtenido en media, cova-
rianza, y matriz de covarianza. Los resultados obtenidos, ademds de precisar matematicamente los
alcances del estimador, son un pie de partida para mejorarlos.



Capitulo 4

ANALISIS DE CASOS Y EL
PROBLEMA DE CAUSALIDAD
DEL ESTIMADOR ETFE

4.1. Introduccidén

Este capitulo trata sobre la implementacién y simulacién del estimador ETFE obtenido explici-
tamente en el capitulo anterior, fijando el andlisis en la no causalidad de éste. Basados en un sistema
de segundo orden, las simulaciones obtenidas estdn orientadas a estudiar el estimador ETFE no bajo
la DFT y FFT, que corresponden a las herramientas mds tipicas para el cdlculo del estimador, sino
que bajo la transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT). Con este anilisis, se espera obser-
var directamente los efectos no causales producidos por la secuencia de entrada. En esta linea, se
estudia el conjunto de secuencias de entradas que provocan estimaciones causales y sus principales
consecuencias en la aplicacion del estimador ETFE, en conjunto con otras simulaciones de interés
para aportar en el entendimiento del estimador, sus ventajas y alcances practicos.

La herramienta de software usada en este capitulo es MATLAB. Para explicar algunas simula-
ciones se han obtenido algunos resultados teéricos, los cuales se mencionan como teoremas o lemas
segln corresponda.

4.2. Consideraciones sobre implementaciéon y simulacién

Para estudiar el estimador ETFE, se propondrd un ejemplo particular, y en base a éste se estu-
diardn algunas propiedades interesantes del estimador relacionado con su causalidad. Se propone
estimar el sistema continuo de segundo orden

0.01(s + 10)
524 0.25 +0.01
el cual se discretiza con retenedor de orden cero y periodo de muestreo 7'y = 1[s] elegido de acuerdo
al criterio usual relacionado con el tiempo de subida o rise time [44]], obteniéndose el sistema discreto
expresado en funcién del operador g como

0.059511(g + 0.6623)
¢ — 1.97g +0.9802

Go(s) =

Go(g) =

42.1)

25
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Se busca estimar la respuesta en frecuencia y la respuesta a impulso del sistema @.2.1).

Usando el comando 1sim de MATLAB, se obtienen N datos de salida y, como respuesta frente
a N datos de la entrada u,. La salida se contamina con ruido blanco aditivo de media cero y varianza
o2 dada en cada ejemplo, de modo de reproducir la estructura output error en (3.2.1). Para efectos
de cdlculo en MATLAB, se discretizan las DTFT de las sefiales de entrada y salida con un muestreo
en frecuencia A,,, para obtener el estimador ETFE como

ZQ/—] yke—jAwnk
ZkN—l uke—jAwnk

Asi, se determina la estimacién de la respuesta a impulso con la aproximacién por suma de Riemann
de la transformada inversa de Fourier [39]:

. 2
Gedomy = , n=0,1,...,{—"J—1. (4.2.2)

Ay

B>
€N
[

1 2 L -1

A, i 1 A .
% = > G dw ~ o G(efA“")efA“”’Aw. (4.2.3)
0

[=)

n=

Note que si se trabaja con A,, = 32, las expresiones @2.2) y #23) corres,ponden a la transformada
de Fourier discreta (DFT) y su transformada inversa respectivamente. Esta es la forma estandar
de trabajar computacionalmente con la EFTE, a partir de Fast Fourier Transform (FFT, [54]). Este
desarrollo es un camino alternativo para deducir la DFT a partir de la DTFT de una funcién con
un nimero finito de términos no nulos y haciendo la evaluaciéon w = %, es decir, un barrido de N
puntos sobre w, que se considera entre 0 y 2.

Cabe destacar que la FFT produce respuestas a impulso periddicas de periodo N. Por lo tanto,
se debe tener cuidado al tratar no causalidades con DFT, dado que las muestras antes de tiempo
cero simplemente correspondrédn a las ultimas muestras de la estimacion de la respuesta a impulso
por la N—periodicidad de las imdgenes obtenidas bajo esta transformada. Visto de esta forma, todas
las estimaciones con DFT son no causales. Ahora, bajo el enfoque propuesto y las transformadas
estudiadas, g, sera de periodo i—’;. Se desea que A, sea lo mas pequefio posible para trabajar con g,
de periodo suficiente para al menos considerar todos los N datos de experimentacién, mas M datos
anteriores a cero, para mostrar causalidad o no causalidad. Asi se pretende aproximar de mejor forma
la DTFT y su inversa.

Ademéds, A, se decide con el objetivo de tener una mallado suficientemente fino para consi-
derar despreciable el error en la suma de Riemann. Un error observable a primera vista, es que g,
aproximado por el término de la derecha en (@.2.3) en general serd un nimero complejo con parte
imaginaria distinta de cero, pero pequefia en norma comparado con su parte real. Como resultado
empirico, se considera que con A, = 1%—’;\, para la gran mayoria de las simulaciones estudiadas se
tiene un error despreciable en la parte imaginaria y por ende, la suma de Riemann en (4.2.3)) es una
aproximacién razonable.

4.3. Causalidad dependiente de la entrada

4.3.1. Primeras estimaciones causales y no causales

Con las consideraciones dadas y el esquema definido, en primer lugar se estudia la estimacién
por ETFE con una entrada ruido blanco.
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Sea {u,} una secuencia de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza 1. El ruido sumado a
la salida corresponde a ruido blanco gaussiano de media cero y varianza o> = 0.05, con tal de tener
una relacién sefial a ruido de 5 %, lo cual corresponde a un valor tipico para efectos de simulacién.
Para una realizacion con N = 1000 datos, cantidad suficiente para captar las dindmicas del sistema
y razonable para efectos de experimentacion, se obtienen los resultados en el dominio del tiempo y
de la frecuencia, ambos presentados en la Figura 1]

gY v §: estimado con entrada ruido blanco |Go(e7)] v |G(e’®)| para entrada ruido blanco
1 : : : : ~ 50 : :

Respuesta a impulso
Respuesta en frecuencia [dB]
o

-50
100 0 100 200 300 400 500 102 101 100

Tiempo, t[s] Frecuencia, w(rad/s|

Figura 4.1: Izquierda: respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). Derecha:
magnitud de la respuesta en frecuencia verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). Gréficos
para sefial de entrada ruido blanco y varianza de ruido o = 0.05.

Tal como se espera, el método ETFE entrega estimaciones aceptables en frecuencia y tiempo
para la cantidad de datos usados, pudiendo distinguir las principales dindmicas del sistema. Sin
embargo, en la respuesta a impulso de la Figura[4.T|es posible apreciar valores distintos de cero para
t < 0 en la respuesta a impulso estimada por ETFE. Esto es natural, pues es altamente probable que
la entrada u, fuerce al menos un polo inestable en la expresién zV¥(Ny(z))~!, lo cual origina la no
causalidad del estimador.

Ahora, para obtener un estimacién causal de la respuesta a impulso, por (3:2.21)), debe cons-
truirse una sefal de entrada que tenga como polinomio Ny (z) con todos sus ceros dentro del circulo
unitario. Ciertamente ésta es una restriccion no trivial. Para la construccién de una entrada particular
con estas propiedades, se recurre al teorema de Enestrom-Kakeya de variable compleja, el cual se
enuncia a continuacion:

Teorema 4.3.1. Sea Ny(2) = uy + un_12+ unoz> + -+ 12V, donde O < uy < uy_; < - < uy.
Entonces, Ny(z) tiene todos sus ceros estrictamente dentro del circulo unitario.

Demostracion. Ver [55]). m]

Entonces, se propone una secuencia de entrada que satisfaga esta condicién. Se define la sefial
de entrada rampa decreciente pseudoaleatoria u, como:

u, = u—y — e, uy=0.1, 4.3.1)
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donde {e;} es una secuencia de ruido blanco Gaussiano de media cero y varianza o-f = 107. Una
realizacion de esta entrada se presenta en la Figura[d.2]

Entrada rampa decreciente pseudoaleatoria
3 T T T T T T T

Sefal de entrada

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo, t[s]

Figura 4.2: Entrada u, rampa decreciente pseudoaleatoria, con o2 = 107,

La eleccion de un i, ruidoso se debe a que éste serd ligeramente mds rico en frecuencias en com-
paracién a una rampa sin ruido, pues ésta puede verse como una rampa deterministica decreciente,
sumada con un ruido adecuado tal que u,, < u,, para n > m. Por otra parte, la eleccién de la varianza
de e, es determinante para la magnitud inicial de la entrada construida, la cual se procura que no sea
excesiva. Por supuesto, la problematica por mostrar no reside en este parametro, sino que solamente
se fija para la construccién de un ejemplo ilustrativo.

Para este caso, se experimentard con un ejemplo ruidoso, con tal de mostrar que sin importar
la energia del ruido, el resultado de causalidad es claro. Se propone varianza de ruido en la salida
o2 = 0.15. Se presentan los resultados en frecuencia y tiempo en la Figura

g) v §: estimado con entrada rampa decreciente |Go(e)] y |G(e')| para entrada rampa
1 40

Gole)
O(e)

Respuesta a impulso
Respuesta en frecuencia [dB]

-100 0 100 200 300 400 500 1072 107 10°
Tiempo, t[s] Frecuencia, w(rad/s]

Figura 4.3: Izquierda: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). Derecha:
Magnitud de la respuesta en frecuencia verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo). Gréficos
para sefial de entrada rampa decreciente pseudoaleatoria y varianza de ruido o = 0.15.
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Como se aprecia en la Figura[4.3] 1a respuesta estimada es causal. Esto estd en plena concordan-
cia con el resultado teérico obtenido en (3:2.21).

Es posible notar ademds, la dificultad evidente en la construccién de un ejemplo con estima-
dor causal de respuesta a impulso. Por supuesto, la entrada producida no es de gran interés para
identificacidn, pues es una sefal no estacionaria y no acotada. Para estudiar mds sobre condiciones
necesarias y suficientes para construccion de entradas que producen estimaciones causales, se reco-
mienda revisar [[56,/57].

4.3.2. Estimaciones causales usando otra seinal de entrada

El teorema de Enestrom-Kakeya, enunciado en la Seccién establece una condicion sufi-
ciente sobre la secuencia de entrada para que el polinomio Ny(z) tenga todas sus raices estrictamente
dentro del circulo unitario. Sea {i;} una secuencia de entrada que provoca estimaciones causales.
Usando estos mismos coeficientes de la secuencia de entrada, si se resuelve la ecuacion

Nu(=2) = uy — un-1z + uy-22> + -+ (=D 'uy 2N = 0, (4.3.2)

se obtienen raices z = —p;, las cuales se encuentran dentro del circulo unitario, pues sélo se ha
hecho un cambio de signo con respecto a las raices del polinomio Ny (z). Asi, es posible formar una
secuencia de entrada, la cual se llamard rampa alternada, dada por la restriccién

0<uy < —uy_g <uysp <--< (=D "y, (4.3.3)

la cual satisface la condicién suficiente para causalidad del estimador ETFE. Un ejemplo de una
sefial de entrada con estas caracteristicas se escribe recursivamente de esta forma:

uy = (D" —led) , uy=0.1, (4.3.4)

donde ¢, es ruido blanco de media cero.

A continuacién se verd un ejemplo de una estimacion producida por la sefial de entrada descrita
en {@.3.4). Se considera el sistema (3.2.1)), donde Gy(g) estd dado por @.2.1)). Ocupando N = 1000
datos de entrada y salida, con M = 100 datos anteriores a cero, se obtiene la estimacion de la res-
puesta a impulso para la sefial de entrada rampa pseudoaleatoria u;, y para la sefial de entrada rampa
alternada generada por la envolvente de u;, dada explicitamente por i, := (—=1)¥'u,. Considerando
varianza del ruido o> = 0.1, con la misma realizacién de ruido para ambos experimentos, se grafican
los resultado'| en 1a Figura[4.4] Como se observa en la Figura[4.4] la estimacién obtenida para am-
bas sefiales de entrada es causal, lo cual concuerda con los resultados anteriormente desarrollados.

Interesantemente, la transformada de Fourier de la sefial i,, denominada U,(e/?), es facil de
describir en términos de la transformada de Fourier de la rampa decreciente, denotada como U (e/*):

N
Us(e’®) = Z U (—=1)N et 4.3.5)

t=1

'El lector podré notar que en este caso, como algunos més en este trabajo, se ha preferido la notacién g(#) por sobre g;.
Ambas son equivalentes, y se ocupan segtin la comodidad, privilegiando expresar con precision cada elemento presentado.
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g? v g¢ estimado con entradas que provocan causalidad
1 T T T T T

Respuesta a impulso

_1 Il Il Il Il Il
-100 0 100 200 300 400 500

Tiempo, t[s]

Figura 4.4: Respuesta a impulso verdadera (azul), la estimada por ETFE usando u, (rojo, denotada
por 81), y usando &, (verde, denotada por §?), otra sefial que también provoca estimaciones causales.

N

— oiN Z u e~ @Mt (4.3.6)
=1

= o™V [, e/ ). 4.3.7)

Asi, |[Uy(e/®)| = |U;(e/“™)|, como se comprueba en la Figura Entonces, es claro que la sefial

|U1(e?)] y |Ua(e/)|, ambas entradas que provocan estimaciones causales
80 T T T T

U (&7)

70 Us(e/)

40

Magnitud [dB]

30

10 M 1 n b1l n " P | n n Lol
103 102 10 10°
Frecuencia, w [rad/s]

Figura 4.5: Magnitud de la transformada de Fourier de la rampa decreciente |U; (e/“)| (rojo), y de la
sefial rampa alternada |U,(e/?)| (verde).

rampa alternada #, serd de mayor utilidad si se necesita obtener precision en la estimacion en altas
frecuencias, al contrario de la sefial rampa decreciente u,, la cual tiene alta energia en baja frecuencia.



4.4. VARIACION DE PARAMETROS DE SIMULACION E INTERPRETACIONES 31

Esto intuitivamente tiene sentido, pues la secuencia i, es altamente cambiante, al contrario de la
sefial de rampa decreciente u,. Es posible notar la precisién obtenida por rangos de frecuencia en la
estimaci6n de la magnitud de la respuesta en frecuencia, la cual se observa en la Figura[4.6]

|Go(e7)] v |G(e’)| para entradas que provocan causalidad
T T T T T T T T T T T

40 -

G(e¥)

20

10

Respuesta en frecuencia [dB]
S
T

40 - R b ) R b ) R b )
10° 10° 10" 10°
Frecuencia, w [rad/s]

Figura 4.6: Respuesta en frecuencia verdadera (azul), la estimada por ETFE usando u; (rojo, deno-
tada por G ), y usando i, (verde, denotada por Gz).

Tal como se predijo, la estimacién en verde, correspondiente a la obtenida por la sefial de entrada
rampa alternada, es mds precisa en altas frecuencias, es decir, en la cercania de w = 7.

4.4. Variacidon de parametros de simulacidn e interpretacio-
nes

Para entender més a profundidad el estimador estudiado, y sus caracteristicas frente a sefiales
que provocan causalidad, a continuacién se estudian algunos casos particulares y variaciones.

A. Robustezde A, y N

Para el estimador ETFE estudiado, el analisis es idéntico a la ETFE tradicional en cuanto a la
cantidad de datos N. Por otra parte, A, es de gran importancia, pues determina la periodicidad de
&:, y el nivel de precisién de la aproximacién por suma de Riemann de la transformada inversa de

Fourier en #23).
2n

Como se mencioné anteriormente, para A, = 5 se obtiene el estimador clasico por DFT, el cual

serd no causal por la repeticién de la secuencia g, estimada con periodo N. Para probar el efecto de
valores de A, mds pequefios (los cuales seran de utilidad), se propone un experimento con entrada
rampa decreciente con tal de observar directamente el error en la parte no causal en funcién de A,,.
Realizando la prueba con distintas 6rdenes de magnitud A, = 2 e {1,2,4} con N = 700, se

kN
obtienen los resultados ilustrados en la Figura[4.7]
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g¢ estimado con entrada rampa decreciente para distintos A,
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Figura 4.7: Respuestas a impulso estimadas para A, = %n (rojo), A, = 227’\’, (azul)y A, = ZTI\{/ (verde).

Es posible notar que a medida que se reduce A, ciertamente se reduce la energia asociada a la
parte no causal de la estimacion. Tal como se habia anticipado, la sefial en rojo, correspondiente a
A, = %n, repite sus valores en los tramos discretos [-100, 0] y [600, 700]. Esto se produce porque
la ETFE para este caso produce una respuesta a impulso estimada de periodo N = 700.

Razonando con la experimentacion hecha, se estima empiricamente que con valores de A,, me-
nores o iguales a l%)—’;\,,
errores de aproximacién. De hecho, al probar esta misma configuracién con A, = 1%—’][\, y comparar
los resultados con A, = 102%, se obtiene un error total (entendiéndose éste como la norma-2 de la
diferencia de las respuestas a impulso), menor a 1077,

se obtiene un mallado suficientemente fino para trabajar la ETFE sin grandes

B. Senal de entrada escaldn

La sefial escalén es una sefial pobre en frecuencias. Se puede observar en la Figura [f.8] que el
método ETFE tradicional no entrega resultados aceptables, esto dado que la DTFT de la sefial de
entrada es practicamente cero para toda frecuencia, salvo aquéllas cercanas a la frecuencia 0 (27).
Lo anterior provoca que las frecuencias distintas de cero de la salida no puedan ser estimadas con
precision y por ende, la estimacion de la respuesta a impulso por ETFE no serd precisa. En cuanto a
la causalidad, el reciproco de la DTFT del escalén, haciendo e =7, se puede expresar como

1 N Ne-
Ue)leiw=:  Ny(@) yiizk V-1

Es decir, el polinomio Ny (z) contiene todos sus ceros en la circunferencia unitaria |z| = 1. Por ende,
como se mostrd en la seccion anterior, la estimacién con ETFE no entrega resultados causales. La
estimacion claramente no es valida y carece de sentido practico. Esto se observa en el hecho que
el orden de magnitud de los datos estimados es totalmente incorrecto, lo cual implica una probable
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« 101t g,? y g+ estimado con entrada escalon
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Figura 4.8: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo) para entrada escal6n
unitario.

indeterminacidon. La interpretacion y andlisis de este resultado se encuentra en el proximo punto.
Con este resultado, la interrogante natural es entender qué sucede con el estimador ETFE cuando se
excita al sistema por identificar con una sefial de entrada periddica.

C. Estimaciones causales a partir de senales periddicas

En esta subseccién se estudiara si es posible obtener estimaciones causales a partir de sefiales
periddicas.

Observemos los ceros de Ny (z) para secuencias de entrada que satisfagan u, = u,,r para todo ¢,
donde T € Z es el periodo de u;. Se supondra que la cantidad de datos N es multiplo del periodo T.
Note que

N T

2T
Un(2) = Z wz k= Z wz * + Z wz F+ o+ Z wz "

k=1 k=1 k=T+1 k=N-T+1

T
1-z2 _
=T Z iz . (4.4.1)

Asi, 72V (NU(z))‘1 se puede expresar como

A -1
Uv@  Nu@ @ - DY ™
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de donde se deduce que Ny (z) tendra ceros en la circunferencia unitaria y por lo tanto, la estimacién
sera no causal.

A continuacién se presenta la observacion anterior en un ejemplo. Se considera un diente de
sierra decreciente, de 4 periodos (T = 250) con N = 1000. La estimacién por ETFE considerando
los 1000 datos de entrada y salida se ilustra en la Figura[4.9]

« 101t g? v g estimado con entrada diente de sierra

T T T

Respuesta a impulso

0 200 400 600 800 1000
Tiempo, t[s]

Figura 4.9: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE (rojo) para entrada diente
de sierra de 4 periodos.

Por supuesto, la estimacion obtenida no es causal, en concordancia con el andlisis hecho para
sefales periddicas. Cabe destacar que no hay resultados aceptables en la estimacion producto de la
periodicidad. De hecho, la estimacién es totalmente errada en cuanto a que se encuentra varios 6rde-
nes de magnitud mayor que la respuesta a impulso verdadera. Se estudia a continuacién entonces,
qué provoca que se tengan tan malas estimaciones para sefiales periddicas.

Analicemos las transformadas de Fourier de un periodo de la secuencia de entrada, versus la
transformada de la secuencia completa.

Sea la transformada de Fourier de sélo un periodo de una secuencia periddica de entrada u, de

periodo T
N

Ur(el®) = Z upe Ik (4.4.2)
k=1
La transformada de Fourier de la secuencia completa de largo N estd dada por (£4.1) y se puede
expresar como

o eV Iy sin(4E)

Jjwy _ —jwk _ ,==(N-T) Jjw

Un(e) = Tz D e = — (w_T)UT(e ). (44.3)
= 2

Es decir, la magnitud de la transformada de Fourier de la secuencia completa es equivalente a la

-1
magnitud de la transformada de un periodo modulada por 'sin (%) (sin (%)) |, lo cual introduce

ceros en el espectro, tal como se ve en la gréfica en escala lineal de la Figura .10] Nétese que
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se ha decidido graficar en escala lineal para mostrar de manera mds clara el efecto del envolvente

‘sin (%) <sin (“’TT>)_1|

|U(e’*)| para un periodo de entrada diente de sierra, y para secuencia entera
T T

600 T T T T T
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w

Figura 4.10: Magnitud del espectro de la sefial de entrada para un periodo (azul), y para la secuencia
entera (rojo).

Por supuesto, |Uy(e/?)| es acotado para todo w dado que N es multiplo entero del periodo T, lo

cual hace cancelar todos los ceros de sin (%) con ceros en la expresion sin (%)

Dado que la ETFE se obtiene como una divisién frecuencia a frecuencia de la transformadas de
Fourier de salida y entrada, la ETFE se indetermina para las frecuencias donde Uy(e/“) = 0. Para
estas frecuencias, idealmente se tendria Yy(e/) = 0. Sin embargo, esto no se cumple debido a que
la sefial y,, pese a provenir de una entrada periddica, no es periddica producto del ruido de medicién
vy, el cual es un proceso estocdstico. Por ende, si se determina la ETFE sin esta consideracién, se
obtienen peaks de frecuencia producto de la divisién por cero, como se observa en la Figura[d@.11]

Entonces, una posible opcion para resolver este problema es modificar el cdlculo de la ETFE,
forzando a que cuando Uy(e/“0) = 0 para cierto wy, se imponga G(ewa) = 0. Esta ETFE modificada
se denotard G(e/?). Nétese que esta imposicién al valor cero es arbitraria, y perfectamente podria
imponerse otro valor, dado que realmente no se conoce cuanto vale G(e/“0). Podrian también tratarse
estos valores como outliers y reemplazarlos por valores cercanos a la respuesta en frecuencia de
frecuencias adyacentes. Sin embargo, sélo para ilustrar la idea, se fuerzan a cero estos valores en
este ejemplo. .

Con esta modificacién bésica descrita, se obtiene el espectro de magnitud de |G(e/)| ilustrado

en la Figura[f.12]
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|G(e’*)| para entrada diente de sierra
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Figura 4.11: Magnitud de la respuesta en frecuencia G(e/*) estimada por ETFE con entrada periédi-
ca.

|Go(e7)] v |G(e’*)| para entrada diente de sierra
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Figura 4.12: Magnitud de G(e/“) (azul) y la magnitud estimada por ETFE modificado (rojo), con
entrada periddica.

Con la ETFE modificada é(ej“) se obtiene la respuesta a impulso estimada en la Figura

Claramente el resultado obtenido en la Figura[d.13]es mds satisfactorio que el de la Figuraf.9] En
resumen, es posible trabajar la ETFE con sefiales periddicas, pero su tratamiento no es recomendable
debido a las indeterminaciones en el cdlculo de la ETFE como cociente de transformadas de Fourier.

Para resolver la transformada y la transformada inversa aproximada de la DTFT en las simula-
ciones, se ha muestreado en frecuencia con A,,, el cual en este caso se ha fijadoen A, = 220—’1’v. Estoes
importante, pues el paso escogido permite distinguir exactamente los ceros en frecuencia dado que
2km
W’

a)1N

sin(T):O — w = (4.4.4)

con lo cual w; = mA,,, para cierto m entero. Entonces, también puede postularse elegir un A,, tal que
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g? y ét estimada con entrada diente de sierra
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Figura 4.13: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE modificada (rojo).

no se satisfaga esta relacién. Sin embargo, pese a que no se obtienen ceros absolutos en Uy(e/?),
ain permanecen los problemas numéricos asociados al haber un compromiso entre una malla fina
para el célculo preciso de las transformadas, y la cercania a los ceros de Uy(e/®).

D. Promediado de ETFE

Un método alternativo para mejorar las estimaciones por andlisis espectral es promediando pe-
riodogramas o en este caso, promediando estimaciones obtenidas por ETFE. A continuacién se
estudiard el comportamiento del estimador ETFE si para una sefial de entrada rampa decreciente
periddica de 4 periodos se dividen en 4 partes los datos generados y se promedian las estimaciones.

Se hace el experimento con o> = 107, y bajo un ruido o> = 0.4, de la misma varianza que el
primer caso causal. Los resultados se muestran en la Figura[#.14]

Como se muestra en la figura, la estimacion es causal. Esto era predecible, pues el promediado
se hizo con 4 sub-secuencias de entrada que satisfacen la propiedad relacionada con Ny (z). Es claro
que el resultado es mejor que considerar la ETFE de la secuencia entera, por lo visto en el punto
anterior. Nétese que la transformada inversa de Fourier utilizada permite obtener valores anteriores
y posteriores a las primeras 7 muestras, con lo cual se pueden tener estimaciones bésicas de los
valores posteriores a la muestra 250. Esto ciertamente no es posible usando la ETFE estandar con
FFT.

Una caracteristica interesante del grifico de la Figura.14] es que se aprecia con claridad que
la magnitud del error entre la estimacién y la respuesta verdadera disminuye a partir de r = 250. A
continuacién analizaremos dicho efecto.

La estimacién de la respuesta a impulso por ETFE estd dada por (3.2.21)). La disminuci6n del
error observado tiene directa relacion con el término Ag, := Zgzl(mk + Vi)a;_i, es decir del ruido,
de la secuencia de entrada, y la respuesta a impulso verdadera. Dado que el ruido es blanco, es poco
probable que el cambio brusco del error de la Figura[4.14]se deba a una cierta realizacién de ruido,
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g? v g estimado con entrada diente de sierra promediado con R = 250
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Figura 4.14: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con cuatro
partes, con sefial de entrada diente de sierra decreciente (r0jo).

y la respuesta a impulso verdadera ciertamente no presenta indicios que permitan concluir que el
cambio repentino se debe tinicamente a ésta.

Para simplificar el andlisis, se estudia la sefial de entrada simplificada. Considérese una rampa
decreciente deterministica dada por

(4.4.5)

w = (umin - ”max) Rityax — Unin
.=
R-1 R-1 ’
es decir, una rampa decreciente de largo R que satisface u; = Upgx Y Ur = Upin, CON Upyy > 0.
Observando la Figura[d.2] esta aproximaci6n es razonable.
El polinomio de interés z8(Ur(z))~! se puede expresar como

&R ~ R
Ur(z) ~ TR ( (umin_umux) Ruma.t_”min) R—t
R(2) =\ TR )t TR )R
" Ritar—Uin (zR—l) 4 Umin=lmax (ZR*‘*(RH)HR)
R-1 =1 R-1 @12

Rz-1)*R-1
- Ze-DR-D : (4.4.6)
(R - 1)umaxZR+1 + (umin - Rumax)ZR + (umax - Rumin)Z + umm(R - 1)

Recuérdese que Ug(z) satisface las condiciones pedidas del teorema de Enestrom-Kakeya, por ende
tiene todos sus ceros estrictamente dentro del circulo unitario. Esto implica que zR(U. r(2)"! tiene
regién de convergencia |z| > |cjqyl, donde ¢,y es el cero de mayor magnitud de Ug(z). Como
lcmax] < 1, la regién de convergencia de ZR(Ug(z))™! contiene a la circunferencia unitaria, y admite
una descomposicion en potencias negativas de z en esta regién. Entonces, de (4.4.6) es posible
obtener la serie de Laurent de forma directa a partir de divisién polinomial.

Para conocer el comportamiento de la secuencia {a;}, se plantea un ejemplo caracteristico. Con-
sideremos R = 250, uy;, = 0.1 y uqy = 3.49. La grafica de los coeficientes oy, que corresponden a
los coeficientes de la serie de Laurent de zR(Ug(z))~' se observa en la Figura
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«y para entrada rampa decreciente
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Figura 4.15: Coeficientes {a;} de la serie de Laurent de z®(Ur(z))~".

Los coeficientes oy de la serie de Laurent z2(Ug(z))™! son muy cercanos a cero para todo k, salvo
k=-1,0,249,250,499,500, . ... Entonces, se puede aproximar la secuencia @; como

Qi = A_10k+1 + A0k + X2490k_249 + @2500k-250 + @4990k—499 + ¥5000k-500 + - - - (4.4.7)

donde 6, es el delta de Kronecker en k = ¢, y donde || = |ao| > |@249| = |@250] > |l@a99| = @500
Con esta informacidn, a continuacién se calculan algunos valores aproximados de Ag;:

wm Parar=1,...,249:

250

Ag: = Z(mk + Vi)(@-10—k+1 + @00s—k)
k=1

= a1 (M1 + V1) + ao(my; + vy).

= Parat = 250:

250

Agaso = ) (my + vi)(@o0250-k + @24901-%)
=l

~ ap(maso + vaso) + aa0(my + vp).

= Parat = 250,...,499:

250
Ag = Z(mk + Vi)(@2490;-k—249 + @2500,k—250)
=)

~ @249(M;_249 + Vi_249) + @250(My_250 + Vi—250)-

Como |a499] ¥ |aspp| son bastante mas pequefios que |a—;| y |ayl, se deduce que Ag; disminuye brus-
camente en ¢ = 250, y en general, en Rm, con m positivo, y R la cantidad de datos de la divisién (que
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en este caso corresponden a R = 250). En los tiempos entre quiebres, la magnitud de Ag, no cambia
significativamente.

La disminucién escalonada del error se puede apreciar claramente con una divisién mds grande
de la cantidad de datos. Si se dividen en 5 partes los datos generados con N = 1000, o, = 1074,
o = 0.4, se obtiene la estimaci6n de la respuesta a impulso graficada en la Figura[4.16]

g,? y g: estimado con entrada diente de sierra promediado con R = 200
T

1r 9|
I 9,
2
? 051 ‘ I 4
=y i
= Wl
: L “ f H\' | r~\ . ]
Z 0] v' I 4™ S
2 I
o (| | !
z ‘ i
& i
051 1
|
_1 Il Il Il Il Il
-100 0 100 200 300 400 500
Tiempo, t[s]

Figura 4.16: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con R = 200
(rojo).

Es posible distinguir con claridad la disminucién escalonada del error en los instantes ¢ = 200

y t = 400, que corresponden a t = Ry t = 2R respectivamente. Mds atin, dado que o, 0, la
estimaci6n converge al valor verdadero de la respuesta a impulso g; para valores de ¢ grandes aun
cuando el estimador es sesgado para N finito.

Lamentablemente, dado que el ruido blanco no genera secuencias {a;} concentradas en coefi-
cientes especificos, el efecto anterior no se aprecia para este tipo de sefial de entrada. Para sefial de
entrada ruido blanco de varianza 1, y R = 250, es decir, divisién de datos en 4 partes, se obtiene la
ETFE promediada ilustrada en la Figura[4.17]

4.5. Conclusiones

En este capitulo se ha discutido la implementacién del estimador ETFE. Se debe tener especial
cuidado en estudiar el estimador analizado con DTFT dado que el tratamiento hecho es distinto
al tradicional, el cual considera el cociente de transformadas de Fourier discretas (DFT), que es
resuelto cominmente con FFT. Esta diferencia es notoria, pues sélo bajo este esquema se puede
apreciar con claridad que el estimador ETFE no es causal y por lo tanto, puede ser mejorado al
forzar estimaciones causales para sistemas causales.

Ademads, se ha puesto particular énfasis a la robustez de la implementacién, la simulacién con
entradas que producen estimaciones causales, y la ETFE promediada, la cual es de aplicacién comin
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Figura 4.17: Respuesta a impulso verdadera (azul), y la estimada por ETFE promediada con entrada
ruido blanco y R = 250 (rojo).

como técnica para reducir varianza []Z_ll], similar a un proceso de enventanamiento.

Los resultados en este capitulo sirven para obtener una intuicién sobre un estimador de esta
naturaleza. Las simulaciones hechas son un interesante aporte en entendimiento para contribuir a
la formulacién del estimador ETFE causal, el cual se deriva y demuestra estadisticamente en el
siguiente capitulo.






Capitulo 5

ETFE CAUSAL, MODELO OE

5.1. Introduccidn

En este capitulo se aborda el problema de determinar un estimador mejorado del método no
paramétrico ETFE que entregue estimaciones causales bajo la estructura output error (OE). Para
esto, se explica brevemente la técnica a ocupar a través de un ejemplo general, para luego aplicarla
al problema de estimacion en cuestion.

La estrategia ocupada en este capitulo se considera novedosa para el estado del arte en esta ma-
teria. Se plantean dos formas de lograr un estimador causal. La primera consiste solamente en un
truncamiento de la respuesta a impulso estimada, mientras que la segunda toma en consideracién
aquella informacion no causal para mejorar la varianza de los datos causales. Se discute a continua-
cién la formulacién, las propiedades del nuevo estimador causal en media y matriz de covarianza,
las mejoras con respecto al método tradicional, y se hace un andlisis con respecto al pardmetro M,
que corresponde a la cantidad de datos no causales fijados por el usuario. Finalmente, se concluye
con simulaciones numéricas ilustrando las principales ideas de este capitulo.

Para la comprension de este capitulo, resulta necesario el estudio de la deduccién del estimador
ETFE en el dominio del tiempo dado en el Capitulo 3] y los topicos cubiertos por el Apéndice[A.4]
(seccién matrices semidefinidas positivas y factorizacién de Cholesky), herramientas fundamentales
para entender los resultados siguientes.

5.2. En busca de un mejor estimador

Si la respuesta a impulso verdadera g° es causal, pero el estimador g no lo es, es de interés esti-
mar g° por una sefial causal §,. Para hacer eso, se seguird el siguiente razonamiento, expresado en
un ejemplo de la técnica a ocupar:

N T T
SeaX = [fcl fcz] una variable aleatoria de dimensién 2 con media u = [O ,u2] y matriz de
Py P
Py Py
opciodn es considerar el estimador

covarianza P = [ ] definida positiva. El objetivo es estimar %, sabiendo que x; = 0. Una

. [0] [0 0],
X:[ﬁz]z[o l}x, (5.2.1)

43
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0
0 Pzz]'
Este estimador no considera la correlacién que existe (o puede existir) entre X; y X,. Es razonable
pensar que si no existe correlacién entre estas variables (es decir, P = 0), este estimador es el
mejor estimador de %, dado el conocimiento de X; = 0, en cuanto a que es no sesgado y su matriz

el cual distribuye como X, con igual media que X pero matriz de covarianza P = [

de covarianza es la minima posible.

Se puede encontrar un mejor estimador ocupando la informacién dada por la correlacion, con el
siguiente método. Dado que P es definida positiva, se puede factorizar esta matriz como P = CC7,
donde C es triangular inferior con elementos positivos en la diagonal. Esta factorizacién se conoce
como la factorizacién de Cholesky [51]]. Para este ejemplo,

VP 0

= 5)
Pi _P
Py Py Py

Note que el estimador X = C~'X tiene varianza unitaria, es decir, el estimador se blanquea con C™':
EX-C'wX-C'why=c'PcT=c'cc’Cc? =1L,

Esta forma de blanqueado se conoce en la literatura como Cholesky whitening [S]]. Se propone el
estimador

X. =C[0 0} C'X= { OP ) ] (5.2.2)
0 1 Xy — P—:T)Cl

Es decir, el estimador presentado en realiza la proyeccién causal al estimador blanqueado X,
para luego revertir el blanqueado. Este estimador se ha estudiado de forma teérica en [6f], pero sin
una aplicacion concreta en estimacion no paramétrica por analisis espectral.

Notese que para la construccidn de este nuevo estimador, se requiere conocer la matriz de co-
varianza de los datos causales y no causales. En una estructura output error, esta matriz se puede
deducir a partir de los datos de entrada y la varianza del ruido blanco y por ende, el estimador es

calculable en la prctica.

A continuacién se analizan las propiedades estocdsticas del estimador (5.2.2)):

= Esperanza:

1

BIZ.) [ VP 0 | [0 0] VEu 1 [0
. ) —Pi
g:? Py — P_:I, 0 1]| /P2 Pp-Pi P2, \/Pzz—rf H2
[ VP 0 0
» = H2
12 2
P:? P22 N Pzz—ﬁ
_O]
2]

Es decir, el estimador (5.2.2)) es no sesgado.
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= Varianza:
Ty _ 0 O vcigngur v |0 Of 7
E(X.-wX.-w'}=C [0 lC cc'cC 0 1C
_~|0 Of r
_c[o 1]c
_0 0
Tlo Pn-f)

Dado que P es definida positiva, su determinante es positivo y por ende, suponiendo Py # 0, se tiene
0< Py-— _1 < P»,. Es consecuencia, X estima X con la misma media y con menor o igual varianza
que el estimador (5.2.1). Es decir, el nuevo estimador tiene mejores propiedades estocdsticas que la
opcién tradicional.

Con este ejemplo en mente, se extiende esta idea para el problema de causalidad en la préxima
seccion.

5.3. Formulacion de ETFE causal

En esta seccidn se construye y analiza tedricamente el nuevo estimador ETFE, que produce
estimaciones causales independiente de la sefial de entrada. El objetivo es estimar

sabiendo que los valores verdaderos de la respuesta a impulso satisfacen g° M= =g Ml =
8", = 0 (posiblemente g también). Usando el resultado obtenido de la ETFE en (331) y @]}

. . . : . . Py P12
se obtiene que g es una variable aleatoria con media g y matriz de covarianza P :=
donde:

N
Dhel ME_p—k
N
U= [ My } _ Dokt A1k
= = 5 N ,
H go + Zk:l my_
0 N
| gy + Zpe) "Nk |
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N N N N 1

Z;=1 Q%M,t s Zt=1 Xy A1~ Z;=1 Xy Xy ... Z;=1 A_pM—1AN—

N N N N
P= o2 Z,:] XXM~ - Z,:l agl,, Z;:] A1y ... Z;:] A—1-tAN—¢

- N N N N
Z,:l XXy .- Z;:l X @1 Z,=1 Cﬁt cee Z;:l X AN—¢
N N N N
L Z,:l ANt XM - Z,:l AN X1 2121 ANy ... 21:1 azzv_;

Se recuerda que el estimador ETFE es asintdticamente no sesgado, es decir, bajo condiciones razo-
nables la secuencia my, tiende a cero para N — oo y por ende, para N grande los términos asociados
a my son despreciables. Sin embargo, no se requiere despreciarlos en este analisis.

Naturalmente, la primera opcidn para estimar g causal consiste en simplemente truncar la parte
no causal:

| Omxm ‘ Onrxv+1) }A’ (5.3.1)

£= [ 0(N+1)><M ‘ IN+1

donde la media y matriz de covarianza de g estan dadas por

le[ 0 ] i 132[ 0M><M 0M><(N+1):|'
My Osirr | P

Notese que esta estimacion es lo mejor que se puede hacer si u, produce a priori una estimacién
causal. Se recuerda que esto sucede cuando el polinomio z¥(Ny(z))~' tiene todos sus polos en el
circulo unitario. En este caso, se tiene a; = 0 para todo ¢ < —1, lo cual implica que las matrices Py;
y Py, sean matrices nulas de dimensiones apropiadas, obteniéndose (5.3.1). Esto tiene sentido, pues
el estimador entregard el valor cero en la parte no causal con probabilidad 1.

A continuacién se formula un mejor estimador. Dado que la matriz P es semidefinida positiva,
tiene factorizacién de Cholesky dada por P = CC”. Esta matriz se puede encontrar explicitamente
por como C = oT(8)Q, donde Q es una matriz ortogonal apropiada tal que C es triangular
inferior con elementos no negativos en su diagonal. Esto se puede hacer sin problemas factorizando
oT(B)" = QR, con R triangular superior. Asf, es facil obtener C como C = o’T(8)Q, tal como se
explica en el Apéndice, seccién[A.4]

Entonces, téngase el estimador de respuesta a impulso causal g

gc _ C[ 0nrxas ‘ 0M><(N+1) ]C_]g (5.3.2)
O+ 1yxm ‘ Iy
:[ Ci ‘ 0rrxv+1) H 07
Cu| Cxn

0prs(N+1) H (C ™My ‘ 0arx(v+1) 5
€Dy | (€D |7

|
0w+ 1y ‘ Iyt

donde Cy; y (C_I)H son matrices de tamafio MxM, denotado como C;, (C_I )1 € RMXM. Cyy, (C_' )21 €
RN+DXM |y Cay, (€ 1)y € RVFDXNHD),
Se tienen las siguientes propiedades de interés:

fhe it
Fig) _[ Cy ‘ Cn [[ O ‘ Iy (€D ‘ (€D || 2

= Esperanza:
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esen fewen [ ]
Cu(C N | Cn(C N || 1y |

Por dlgebra de matrices por bloques (ver Apéndice, seccion |A.4.1), se sabe que (C™')y =
-C5 C2Cj}, (C™")x = C3,. Entonces,

- 0 0 Opmxi
SREPIE PN
-G €y, ‘ Ini H My — Coi Gy
Como p, tiende al vector cero a medida que N — oo, el estimador (5.3.2) es asintéticamente
no sesgado para las muestras causales.

» Covarianza:

E{(. - Blg.)(@ — Elg)') = C [g"] c'cc’c” [ 0] 0 ]CT

Iy: 0| Iysi
0 0
-C|— c’
[ 0| Iyt ]
_[0 0 ]_[Pn f’lz] (53.3)
0 | CxCl, P, | Py | o

donde P;; € RMM y P, € RM*N+D son matrices nulas. Ya calculada la esperanza y covarianza de
este estimador, se presentan los siguientes resultados.

Teorema 5.3.1. El estimador (5.3.2)) tiene menor o igual matriz de covarianza que el estimador
tradicional de la respuesta a impulso por ETFE, presentado en (5.3.1).

Demostracion. Se expresa P como

P:[C” | 0 Hcf1 K ]:[ cuCl |  cucy .
Cy ‘ Cy 0 ‘ ng C21CT1 ‘ C21Cgl +C22C§2
Entonces,
x' (P — Py)x = x"C, €l x = (CT x)"(CI,x) = ||ICI,xI1* > 0, (5.3.4)
donde || - ||, denota a la norma-2 vectorial. A partir de (5.3.11) se tiene Py, > P»,. m]

Antes de presentar el préximo teorema, se supone que y es elegido proporcional 2E]N . Para esta
eleccion de y, nos enfocamos en mejorar la varianza del estimador ETFE.
Un estimador linealmente dependiente de g es un estimador asint6ticamente no sesgado de
{g)}k=0 si es de la forma
A | Ap

5.3.5)
Ao | An (

IEste supuesto estd basado en regla préictica de partir con y = N/20, y luego incrementar el valor de y hasta que el usuario
note que los detalles son predominantemente espurios.
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donde A, y Ay, convergen débilmente a Opxv+1y Y Ins1 respectivamente a medida que N — oo.
Para el Teorema @] decimos, con cierto abuso de notacién, que g es un estimador lineal causal
asintéticamente no sesgado de {gg}kzo si es de la forma

Anr | Oppsveny | 4
8. (5.3.6)
Ay Ivii

Teorema 5.3.2. El estimador (5.3.2) es el estimador causal asintéticamente no sesgado que pre-
senta menor matriz de covarianza dentro de todos los estimadores lineales de la forma (5.3.6).

Demostracion. Se sabe que

0] o 0 | o
g =C Clg= [ _ } g 5.3.7
& [ 0| Iny } s —CoCy | Iva 8 637

Se demostrara que Cov(g) — Cov(g,) > 0, donde § se encuentra definido en (5.3.6). Se calculan las
covarianzas:
Cov(g) = APAT

= (AC)(AC)T

_ [ AuCy ‘ 0r1xv+1) } [ C1T1A1T1 ‘ CITI Agl + CZTI

A Cyy + Cyy ‘ Cx O+ 1yxm ‘ ng
_ [ A11C11C1T1A1T1 ‘ A11C11C{1A§1 +A11C11C§1
A21C11C{]AT1 + Cz]CITIA{l ‘ Az]C]]CITIAle + A21C11C§, + C21C{|A; + C21C2T, + C22C§2 '

(5.3.8)

Por otra parte, la matriz de covarianza de g, ya ha sido calculada en (5.3.3)), obteniéndose que

0 0
Cov(g,) = [T‘TCZTZ} . (5.3.9)

Restando de se tiene

A]]C[]C{IA{] ‘ A]]C]]ClTlAgl +A11C]|C2Tl
Ay Ci CTI AT, + Co CT AT} | Ay C1iCl | AT, + Ay € € + o CTLAT, + € C

T
_[ AiuCi | Oysven H AiuCi | Oy }
A21Ci1 + Cor | Owanxaven) ’

Cov(g) — Cov(g,) = [

A21Ci1 + Cor | Oanyxave)
lo cual es una matriz semidefinida positiva para cualquier eleccién de A} y Ay, ya que

T T
[Xl] [ AuCi | Opvan H ACi | Oyvan } [Xl] _
) Ay Gy +Cyy ‘ O+ 1yx(N+1) Ay Ci +Cyy ‘ Ov+1yx(v+1) )

T
[ A Cy ‘ 0 ] [Xl]
ArCyy + Cyy ‘ 0] |x

Naturalmente, la igualdad en (5.3.10) sélo se consigue cuando A;; = 0, Ay} = —CyC;/, que
corresponde al estimador (5.3.7). O

2
> 0. (5.3.10)

2
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Ademéds de los resultados anteriores, que indican mejoras en varianza del estimador ETFE causal
con respecto al tradicional, es interesante notar que la estimacién por ETFE con distintos valores de
M no altera la matriz de covarianza de los coeficientes causales, como se demuestra a continuacion:

Teorema 5.3.3. Sea M entero positivo menor que N. La matriz de covarianza de ETFE de los
coeficientes causales es idéntica para cualquier eleccion de M.

Demostracion. Sean M| y M, positivos, ambos menores que N. Sin pérdida de generalidad, se
considera M| < M,. La matriz de covarianza de la estimacion de la respuesta a impulso por ETFE
considerando M, términos no causales es

Apy-1 oo CoN-M || ¥-M -1 ... N
PM| =0
anN-1 (o)) Q_N-M, Qo
2T T T
o Tu,(B)Tu, (B)" .

Por otra parte, la matriz de covarianza de la estimacion de la respuesta a impulso por ETFE consi-
derando M, términos no causales se puede expresar como

I A_M,-1 e A_N-M,
d_M,-1 M -2 A_p, -1 ... N
Xpy-2 ... A-N-M-1
PMZ — 0_2 1 1
A, -1 e A_N-M,
A_N-M, -+ Q@_N-M-1 | A-N-M, . @
aN-1 e Qo
T }
2 2-1 [ T ‘ T
=0 |———|| T, | T\,(®
2-1 M,
L TM] (B)
[ T TY Too 1 Tar (B)F
2 21T, 2-1Tw, (B
- T T |°
| T, BT, | Tar, (B)Tas, (B)

de modo que
Ty Th | | 2T Ty, (B
ST BT, | Py, ’
donde se ha ocupado la notacién Ty, (8) definida en (3.3.4) y (3:3.3).
La matriz de covarianza de los coeficientes causales estd dada por los elementos de las tltimas
N filas y N columnas de Py, . Estos coinciden con los elementos de las tltimas N filas y N columnas

de Pyy,, por (3.3.T1). i

Antes de enunciar el dltimo teorema de esta seccion, se tiene el siguiente lema de interés.

Py, = [ (5.3.11)

A |B
Lema 5.3.1. Sea X = [T‘F] una matriz simétrica semidefinida positiva particionada por

bloques. Entonces, se cumple

.
[AB]_[OO}EO, (5.3.12)
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donde X' denota la pseudo inversa de la matriz X.

Demostracion. Se sabe que la pseudo inversa de una matriz X simétrica semidefinida positiva par-
ticionada puede expresarse como [58]

< | A[B]_|_ A-BCB) | —A-BC'B)YBC
| BT[C| | -C'B"(A-BC'B")" | C"+ C'B"(A-BC'B")'B C’

Entonces, se tiene

[ Al|B }T_[o 0 }:[ (A-BC'B")Y | -(A-BC'B)'BC

BT ‘ C 0 ‘ CT —CTBT(A—BCTBT)'I‘ ‘ CTBT(A—BCTBT)TB C# ] (5.3.13)

Dado que A y X son semidefinidas positivas, el complemento de Schur de C con respecto a X,
CX := A — BC'B7, es semidefinido positivo [59]. Por ende, su pseudoinversa también es semi-
definida positiva, y como es matriz simétrica, admite una factorizacién de Cholesky. Asi, se puede
expresar (5.3.13) como

AlBT o]0

[BTC] _[ocf]‘

Chol ((A - BC'B")")
~C'B” Chol (A - BC'B)’

] “ Chol ((A - BC'B"))" | ~Chol ((A - BC'B')")" BC' ]

lo cual claramente es una matriz semidefinida positiva pues es de la forma LL” . m

El teorema siguiente se refiere a qué sucede con la matriz de covarianza de los datos causales de
la ETFE causal al aumentar la cantidad de datos no causales M.

Teorema 5.3.4. Sean 0 < M| < M, < N, niimeros enteros. Definase la matriz de covarianza de las
estimaciones de la respuesta a impulso por ETFE causal como PM] y PMZ para M, y M, datos no
causales respectivamente. La matriz de covarianza de los datos causales de la estimacion con M
es mayor o igual que la matriz de covarianza de los datos causales usando M.

Demostracion. De forma andloga a lo desarrollado en la demostracién anterior, la matriz de cova-
rianza de la estimacion de la respuesta a impulso por ETFE considerando M datos no causales se
puede expresar como

[ A_p-1 - A-_N-M, ]
a_p,-1 a_p a_q ... N
2 a_n d_N-1
PMl =0 o o
A_N-M, e N a_Ny ... Q
| ON-1 Qo ]
[ T},
_ 2 M 1 T 2 T
=l | T, @) | T3,B7 |
L M1
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_ 0_2[ Ty, BT, B | Ty, BT3B ]
T2, BTy, BT | T2, BT BT

RESTRE C}V}IT ‘szv}lr

‘[C%}] cz H C%%IT}’

O+ 1)xm;

donde CIZV%] € RV+DX(N+D) Egta matriz se puede determinar a partir de un resultado conocido sobre
factorizacién de Cholesky para matrices particionadas [60]:

C3 = oChol (wa] BT, B T3, BT}, (B (T}, (BT}, B Th, BT, (ﬁ)T), (5.3.14)

donde Chol(X) es la matriz de factorizacién de Cholesky de la matriz X. Teniendo esta factorizacion
de Py, en consideracion, se determina la covarianza del estimador causal en (5.3.9), obteniéndose
que

- atet]
| 0
N [ 0 | T, BT, BT = T, BT, B (T}, BT, B)T), (BT, B

Ahora se analiza la matriz Py, . Esta se puede expresar como

[ A_M,-1 . A_N-M,
J¥em=2 e AN-Mi-L
a_p, -1 A_N-M, A_M,-1 A_pM-2 | Xp-1 a_)p a_q
PM2 = O'2 :
a_o e a_N-1 A_N-M, -+ Q-_N-M -1 1 A-_N-M, oo _N-1 | QN
a_q N a_y
anN-1 . Qo
C T
=?| T)® || T2, | T, 0" | T3, |
T3, (8)
DT o BTy, B) + Ty B
2 I
=0 Ti”‘ BTy, | Tiwl (ﬂ)T,iu, ®" Ti"‘ (,B)Tzﬂ(ﬂ)T
| T3, T3, | Ty, BTy, B | Ty, BT, B

T T
_ [ C}";z ‘ 0M2X(N+1) :H: Cllle ‘ Cle}z }
- 21 22 » T |°
CMz ‘ CMz CM2

O+ 1yx M,

donde C,zvz € RWV+DX(N+D " Al jgual que para Py, esta matriz se puede determinar a partir de la
factorizacién de Cholesky para matrices particionadas:

Cii, = chhol(T%ﬂ BTy, @ -] T3, BT, | T3, BT, @) |

aN-1

@o
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[ 1L, | TouT, B H T, T3, D
T}, BT5_, | Ml(ﬁ)Tle T, BT, B |/
(5.3.15)

De forma analoga que para Py, , la matriz de covarianza con ETFE causal s6lo depende de la matriz
Cﬁ,fz:
e
M, = .
oo cyc,
Entonces, basta demostrar que Cj; C7 T CﬁZC,ZWZZT > 0. Usando (5.3.14) y (5.3.13)), se determina

2 ~22T 2 ~22T
Cii, Gy, — Gy, Gy, como

T, T] ‘ T2—1T111/1,(5)T }T[ T, 1T?v1,(,3)T ]
Ty, BT, | Ty, BT, B) BT BT
- T3, (BT}, B (T, BT, BT, BT, B),

T T
Cy.Ch -Chuch =| T, ®TL, | T, BT, @) ][

de modo que

T T
CIZV%ICIZ‘Z _C12‘422C/2‘32 :[ sz"ll(’B)Tg—l ‘ szl’ll(’B)Tllwl(ﬂ)T ]

+
[TZITQI T, T,,, 8 ]_[0 0 ]][TNT 2.0 ]
Ty, BT5, | Thy, BT, (B 0 [ (T}, BT, @) [T, @T,®T|
Ocupando €l lema para A = T, T, |, B = T,.;T), (8)" y C = T}, (BT, (B)", se obtiene
que la matriz Cj; C37 ~ - CﬁzCiiT puede escribirse como KLL"K”, donde
I Chol ((To1 T, = To1 T}, (B) (T}, (BT}, (BT}, (BITS_)Y)
—(T);, BTy, (BT}, (B)T;_, Chol ((Tzfng,l = T21T),, B (T, (BT}, B)) Ty, (BT, I)T)

K= T},@1, | 17,01, |
Asf, para un vector x arbitrario de dimensién adecuada,
X2z’ -2 e Hx=x"KLL'K x = ("K' 0" (L'K"x) = [L'K"x|; 20, (53.16)

22T 2 22T : : :
con lo cual se concluye que Cjy; Cy;° = Cj;,Cyy -, es decir, que la matriz de covarianza de la
estimacién causal con M, es menor o igual a la matriz de covarianza de la estimacién causal con
Ml’ con M2 > Ml-

Observacion 5.3.1. El teorema anterior también puede ser demostrado escribiendo las matrices de
covarianza de los datos causales como complementos de Schur, y luego aplicando la desigualdad
matricial demostrada en [|61, Teorema 2.1].

5.4. Implementacion y simulaciones

En esta seccion se muestran ejemplos de lo anteriormente discutido en la teoria, indicando las
principales consideraciones para replicar los resultados, y simulaciones en 3 tipos de sistemas dis-
tintos con el andlisis de sus respectivos resultados.
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5.4.1. Consideraciones previas
Para la implementacion, se consideran los siguientes detalles:

= Dado que se obtienen matrices P semidefinidas positivas (nunca seran estrictamente definidas
positivas, como se demostr6 en el Teorema [3.3.1)), se puede construir la matriz C a partir de
la factorizacién QR de la factorizacion raiz cuadrada de P, segin [62]. Para esta manera de
proceder, los elementos de P estdn dados por (3.3.2)). Para disminuir los potenciales errores de
redondeo, es posible construir la matriz C directamente usando o'T(8)Q, donde Q es la matriz
ortogonal de la factorizacién QR de T(8)T, con T(B) definido en (3:3.5).

= Se supone que z¥(Ny(z))~™' no tiene polos en |z| = 1. Asi, los coeficientes @ corresponden
a la serie de Laurent zV(Ny(z))~'. Para el célculo de la serie de Laurent, se calcula a; para
k={-N-M,-N-M+1,...,N — 1}, pues éstos son los valores requeridos para calcular la
matriz P. Dado que estos coeficientes son reales, éstos se pueden obtener a partir del siguiente

célculo:
@ 1 T ejw(N+k)
=R = — Re{ —d
o= et £ 3 [ Re{ 05 o

1 T, Jw(N+k)
D Rel | Edw (5.4.1)
7T o Ny(e/®)

donde (a) es por la definicidn de los coeficientes de la serie de Laurent, (b) es debido a que el
integrando es una funcién par.

Entonces, por (3.4.1) los coeficientes se calculan en MATLAB por integracién trapezoidal
segun

| & QJIAN+R)
a ~ — ZRG (A (54.2)
m Ny(e/®)
donde se ha elegido el paso de integracion A = ==, con el cual se considera que es suficiente
para tener aproximaciones de «a; hasta las primeras 4 cifras significativas, sin incurrir en un
célculo computacional més exigente. Cabe destacar que este célculo limita notoriamente el
desempefio computacional de este nuevo método, en comparacién al método tradicional que
no necesita conocer estos coeficientes.

= Para estudiar estadisticamente el nuevo estimador causal y su relacién con el estimador tra-
dicional, se hace un andlisis de Monte Carlo [[63]] realizando 500 experimentos con secuencia
de entrada ruido blanco gaussiano {u,} fija, de varianza unitaria.

A continuacion se presentan simulaciones para verificar las propiedades del nuevo estimador obte-
nido.

5.4.2. Modelo FIR

Se considera el siguiente sistema FIR de tercer orden

0.7¢> +0.9g - 0.5
7 '

Go(g) = (5.4.3)
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Excitando este sistema con ruido blanco de media cero y varianza unitaria, los estimadores entre-
garan valores cercanos a 0.7,0.9 y —0.5 para ¢ = 1,2 y 3 respectivamente. Para tener una idea de
los resultados obtenidos con el estimador causal de la respuesta a impulso, se muestra en la Figura
una realizacion del experimento con varianza de ruido en la salida o = 0.1, y las estimaciones
correspondientes.

g? vy Gt y §i estimados con entrada ruido blanco
l T T T T T T T

o} &

0.8 —O O
—O g
0.6 [- 8

0.4 1

0.2 1

o0 o © o o o | ——8 o520

Respuesta a impulso

0.2 1

0.4 4

0.6 1 1 1 1 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Tiempo, t [s]

Figura 5.1: Respuesta a impulso verdadera (verde), estimada por ETFE tradicional (azul), y la esti-
mada por ETFE causal (rojo), para sistema FIR con N = 1000.

Como se observa en la Figura[5.1| ambos métodos obtienen buenas estimaciones de los primeros
tres valores no nulos de la respuesta a impulso. Por supuesto, el estimador causal entrega ceros para
tiempos negativos.

Se propone realizar 500 experimentos con secuencia de entrada ruido blanco {u,} fija, de varianza
unitaria. Fijando la varianza de ruido 02 =0.1,con N = 1000 y M = 100, se obtiene empiricamente
las siguientes matrices de covarianza de cada estimador para los tres primeros valores de la respuesta
a impulso:

0.1437 -0.0008 -0.0155 0.1167 0.0024 -0.0158
cov(g) = 107 [-0.0008  0.1471  0.0001 , cov(g,)=107|0.0024 0.1239 0.0007
—-0.0155 0.0001  0.1483 —-0.0158 0.0007 0.1291

Determinando los valores propios de la matriz cov(g) — cov(g,), los cuales son 4 = {0.1903 x
1074,0.2141 x 1074,0.2891 x 107}, se comprueba que todos los autovalores obtenidos son no ne-
gativos, y por ende para este ejemplo se cumple cov(g) > cov(g,).

Por otra parte, se puede notar que las varianzas de cada valor estimado, dados por la diagonal
de cada matriz de covarianza, son estrictamente menores para la estimacion causal g. para los tres
valores estimados de la respuesta a impulso. Esto en concordancia con la propiedad 2 del Apéndice
A.4.2)

Como una medida de varianza, también se puede analizar la traza de la matriz de covarianza
tr{cov(g)} donde tr{-} corresponde a la traza de una matriz. Para las estimaciones presentadas, los
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resultados son:

tr{cov(®)} = 4.3904 x 107* | tr{cov(g,)} = 3.6970 x 107*. (5.4.4)

Tal como se esperaba, la estimaciéon ETFE causal tiene menor traza de matriz de covarianza que el
método ETFE tradicional. La reduccién es de un 15.7 %.

5.4.3. Sistema de segundo orden

Se considera la funcién de transferencia continua irreducibleﬂ [[64] con polos subamortiguados
y ganancia unitaria a frecuencia continua:

0.04s + 0.01

Gols) = — o 7200
) = 30025 + 0.01

Eligiendo un tiempo de muestreo de acuerdo al criterio del tiempo de levantamiento [44], el equiva-
lente con retentor de orden cero de Gy(s) es el sistema

0.07(q — 0.684)
¢% — 1.948¢ + 0.9704°

Golg) = (5.4.5)
Al excitar el sistema con una secuencia de entrada ruido blanco Gaussiano de media cero y varianza
1, considerando un ruido blanco Gaussiano con o2 = 0.05 aditivo en la salida, los resultados para
ETFE tradicional y causal en los dominios de tiempo y frecuencia se encuentran en la Figura[5.2]

g0, 4t v g5, sistema segundo orden |Go(e?)], |G(e’)| y |G(e’)], sistema segundo orden
0.2 40
0
9, —
015} 4 |
— 20
) <
Z 01 g
: :
R= L = 0
z 0.05 g
g o € 20
& -0.05 8 Go(e™)
= 2 40 G(e)
0.1 = G(e™)
015 —_— -60 : :
2100 0 100 200 300 400 500 102 10 10°

Tiempo, ¢ [s] Frecuencia, w [rad/s]

Figura 5.2: Izquierda: respuesta a impulso verdadera (verde), estimada con ETFE tradicional (azul)
y ETFE causal (rojo) para sistema segundo orden con o> = 0.05. Derecha: respuesta en frecuencia
verdadera (verde), estimada con ETFE tradicional (azul) y ETFE causal(rojo).

Es claro que en frecuencia, el estimador por ETFE causal entrega valores mds cercanos al real
y con menos puntos erraticos. Ademads, en tiempo se observa un estimador causal con el nuevo
método, a diferencia de la estimacién obtenida con ETFE tradicional.

2Un sistema irreducible tiene matriz de Hankel igual a un factor de la matriz identidad. Esto implica que los modos
asociados a cada autovalor del sistema tienen igual energia.
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A continuacion se procede a realizar 500 experimentos con el sistema Go(g). La secuencia de
entrada {u,} es fija y se efectdan 500 realizaciones de secuencias de ruido blanco aditivo {v,} de
varianza o> = 0.05, con N = 1000 y considerando M = 100 datos no causales. Se grafican las
varianzas empiricas coeficiente por coeficiente de cada estimador, obteniéndose el resultado de la

Figura[5.3]
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Figura 5.3: Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(f) (rojo) para sistema de
segundo orden, o = 0.05.

Como se ve en la Figura[5.3] el estimador causal presenta menor varianza coeficiente por coefi-
ciente al realizar 500 experimentos. La traza de las matrices de covarianza asociadas a cada estima-
dor se muestran a continuacion.

tr{cov(g)} = 0.0918 , tr{cov(g,.)} = 0.0789.

Es decir, se logra una reduccién de un 14.05 % de la traza de la matriz de covarianza al forzar
causalidad en el estimador.

Si bien no se muestra grificamente que la matriz de covarianza del estimador causal es menor o
igual a la matriz de covarianza del estimador tradicional, se resalta una consecuencia directa de esto,
dado que si se tiene una matriz semidefinida positiva, entonces todos los elementos de la diagonal
son mayores o iguales que cero [51]].

Al aumentar la varianza del ruido de salida a 0> = 0.1, se puede notar en la Figura que la
tendencia se mantiene, con obviamente mayor varianza en cada estimacion. Es facil notar que las
curvas mostradas en las Figuras[5.3]y [5.4] son esencialmente iguales en forma, sélo diferencidndose
por un escalamiento en 2, que corresponde al cambio de la varianza del ruido. Es de esperar entonces,
que la reduccién porcentual en traza de matriz de covarianza sea similar en ambos casos.

Las trazas de la matrices de covarianza asociadas a cada estimador son

tr{cov(g)} = 0.1836 , tr{cov(g.)} = 0.1579,
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%104 Varianza de las estimaciones §(t) y g.(t)
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Figura 5.4: Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) (rojo) para sistema de
segundo orden, o2 =0.1.

lo que corresponde a una reduccién de un 14 %, es decir, no se logra apreciar un cambio de eficiencia
del estimador causal frente a un cambio de 0, = 0.05 a 0 = 0.1 de la varianza del ruido blanco
sumado a la salida. Cabe destacar que el estimador causal g.(¢) tiene varianza cero para tiempo
negativo, dado que la estimacién de estos valores entrega cero deterministicamente por causalidad.

5.4.4. Sistema de tercer orden

Para seguir analizando el estimador, se propone un sistema continuo irreducible [|64] de tercer
orden con dos polos subamortiguados y un polo simple:

0.12(s> + 0.001667)
(s + 0.04)(s2 + 0.025 + 0.0025) "

Go(s) =
Al igual que el caso anterior, se elige un tiempo de muestreo de acuerdo al criterio del tiempo de
levantamiento. El equivalente con retenedor de orden cero de G(s) es el sistema

0.27811(g* = 1.99g + 1)
(g —0.9048)(¢2 — 1.936g + 0.9512)

Go(g) = (5.4.6)

Con varianza o> = 0.05, los resultados en varianza son los provistos en la Figura Las trazas
de las matrices de covarianza de estas simulaciones son

tr{cov(g)} = 0.0916 , tr{cov(g,.)} = 0.0788,

lo que corresponde a una reduccion de 13.97 %.

Con varianza o = 0.1, se obtienen los resultados mostrados en la Figura Nuevamente, se
observa una reduccién en la traza de la matriz de covarianza:

tr{cov(g)} = 0.1848 , tr{cov(g.)} = 0.1579,
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Figura 5.5: Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(f) (rojo) para sistema de
tercer orden, o2 = 0.05.
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Figura 5.6: Varianzas empiricas de g(¢) (azul), y el estimador causal g.(¢) (rojo) para sistema de
tercer orden, o2 = 0.1.

lo que equivale a una mejora de un 14.56 %. Los resultados son similares que los casos anterior-
mente presentados. Pese a que se han escogido casos particulares, es razonable afirmar que la teoria
desarrollada se aplica con éxito en los ejemplos considerados.

5.4.5. Sobre la eleccion de M

Finalmente, se concluye esta seccidon analizando los resultados para diferentes valores de la
cantidad de datos no causales M.
Es natural pensar que al forzar una mayor cantidad de datos no causales a cero, incorporando
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ademés la informacidn relacionada con las estimaciones no causales, se esperaria obtener un mejor
resultado en la varianza de cada coeficiente de la respuesta a impulso estimada, por el Teorema[5.3.4}
Esto se comprobara en simulacion.

Se considera el sistema dado por (3:2:1), y la planta (5.4.3), con sefial de entrada ruido blanco de
varianza 1, y varianza de ruido de salida o> = 0.1. Se determinan los coeficientes necesarios de la
serie de Laurent de la funcién racional z¥(Ny(z))™! para M = 100, y la extension de esta secuencia
para M = 400, para posteriormente hacer 500 simulaciones de Monte Carlo con el objetivo de
estimar la respuesta a impulso, y las varianzas empiricas de cada coeficiente de la respuesta. Las
varianzas obtenidas se muestran en la Figura[5.7]

«10™ Varianza de las estimaciones §(t) y g.(t)
4 T T T T
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Figura 5.7: Varianzas empiricas de g(7) (azul), y el estimador causal g.(tf) con M = 100 (rojo) y
M = 400 (verde).

Las trazas de las matrices de covarianza para cada conjunto de estimaciones desde # = 0 hasta
¢t = 1000, son las siguientes:

tricov(@)} = 0.1801 ,  tr{cov(E, yyoio0)} = 0.1592 ,  tr{cov(g, yy_soo)} = 0.1395.  (5.4.7)

Notese que con M = 400 la ETFE causal disminuye la traza de la matriz de covarianza en un
22.5 %, lo cual se considera una disminucién importante para muchas aplicaciones pricticas. En
concordancia con el Teorema [5.3.4} las varianzas para el caso M = 400 son menores o iguales
coeficiente por coeficiente, en comparaciéon con M = 100.

Observacion 5.4.1. Por la Figuraes posible pensar que las varianzas coeficiente por coeficiente
se pueden reducir sin limitacion. Lamentablemente, el valor M no puede superar N, debido a que
la matriz Cy,, de tamaiio M X M, proveniente de la factorizacion de Cholesky de P, es de rango a
lo sumo N pues éste es el rango mdximo de P. Dado que se necesita que Cy; tenga inversa, M no
puede exceder el valor N para que la ETFE causal pueda calcularse.
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5.5. Conclusiones

En este capitulo se ha formulado un estimador ETFE que entrega estimaciones causales. Se ha
demostrado que, ademds de entregar una respuesta a impulso causal, el estimador obtenido es el
estimador lineal asintéticamente no sesgado de varianza minima dentro de un amplio conjunto de
estimadores, dados los datos de entrada y salida. Esto es un gran aporte y corresponde plenamente
con los objetivos propuestos en este trabajo. Ademads de encontrar un estimador causal, éste sin lugar
a dudas mejora las propiedades estadisticas del estimador tradicional, en porcentajes que varian
desde 10 % hasta 25 % aproximadamente.

Se ha estudiado ademas el efecto del pardmetro M, que corresponde a la cantidad de datos no
causales. Este sigue la intuicién en cuanto a que a medida que se aumenta M, la cantidad de datos
forzados a cero, se incorpora mds informacién a la estimacion y por ende se reduce la varianza, tal
como se demostré en el Teorema[3.3.4

Por supuesto, una clara desventaja del método obtenido es la complejidad computacional en
comparacién al método tradicional, ya que el cdlculo de cerca de 2N coeficientes de la serie de
Laurent de una funcién racional de orden N no es sencillo computacionalmente, especialmente para
valores grandes de N. Sin embargo, con una programacién optimizada de estos coeficientes a par-
tir de integracién trapezoidal, el método es posible de realizar en la prictica y se ha mostrado su
efectividad en simulacién.



Capitulo 6

EXTENSIONES AL PROBLEMA
DE CAUSALIDAD

6.1. Introduccidn

En este capitulo se presentan las principales extensiones de los resultados de los Capitulos 3]y [3]

Se introduce, como una primera forma de extender los resultados anteriores, la inclusion de
condiciones iniciales en el sistema. Esto es de bastante interés, pues es normal que exista una com-
ponente de la salida producida por estimulos anteriores al momento de medir. Dicho esto, la primera
seccién versa sobre cdmo incorporar la condicién de causalidad en estos casos.

Es comin estimar sistemas perturbaciones mds generales que (3.2.1). El ruido puede ser co-
loreado, con lo cual se puede reescribir la relacion entre ruido y salida a través de una funcién
de transferencia, la cual se denotard Hy(q). En la segunda seccion de este capitulo, se aborda el
problema de estimar la respuesta a impulso causal por ETFE considerando una estructura general,
extendiendo asi el resultado obtenido para modelos OE del Capitulo

Ademéds de lo anterior, se estudia en profundidad la correccién natural del estimador ETFE, la
cual consiste en una mejora en la estimacion de las densidades espectrales de potencia descritas en
el Capitulo[2)a través del enventanado. Anteriormente se han determinado las densidades espectrales
de potencia a partir de la transformada de Fourier discreta de las funciones de covarianza R,,(7) y
R, (7). Las estimaciones de las funciones de covarianza por (2.2.3) y (2.2.4) son imprecisas para
valores grandes de |7| y por ende, es recomendable ponderar menos estos valores, en comparacién
con los valores centrales de la funcién de covarianza. Asf surgen las ventanas de ponderacion, las
cuales son el fundamento esencial de la teoria del estimador ETFE suavizado.

Expresando de forma conveniente el estimador de la respuesta a impulso para el estimador sua-
vizado, se aplican los mismos conceptos vistos en el Capitulo |5| para forzar causalidad y mejoras
en covarianza. Con este resultado se amplian las aplicaciones del nuevo método, y se abarcan las
posibilidades adicionales presentadas en el método ETFE suavizado, al aumentar el tamafio de la
ventana sin aumentar mucho la varianza.

6.2. ETFE considerando condiciones iniciales

En la presente seccion se analiza la construccidn del estimador ETFE causal tomando en consi-
deracién los efectos de las condiciones iniciales, producidas por estimulos anteriores en el sistema

61
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por identificar.
Se considera la estructura output error

= g+ v, 6.2.1)

donde g? corresponde a la respuesta a impulso verdadera del sistema Go(q). A diferencia de (3:2.2),
toma en cuenta que los valores de u, son en general distintos de cero para ¢ < 0. Entonces,
tomando la transformada de Fourier en tiempo discreto de las primeras N muestras, se tiene

N N o N
1 o 1 v 1 Ciw
ﬁ Z}’te o = ﬁ Z Zggut_ke ot 4 W Z vie (6.2.2)
=1 =1 k=0 =1
lo cual se puede expresar como
1 N o
e = = DU gl + V(e
t=1 k=0
(k=) 1 i N-k
I=k=T 0 — jw(k+7) )
= T = 8rUe + Vn(e™®)
VN 554
o N ) N—k
= L Z ZgguTe—jw(kH) + Z gge—jwk L Z Ure ety (ejw) + VN(er)
VN = = k=0 VN 52
(6.2.3)
dond
onde L Lo
Un(e™) = — ) we @ Vy(e®)= — ) ve /.
VN ; N ;
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L= | 1 N
— Ure T — Uy(e/)| < |— ue T+ |— ue /"
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2
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Entonces, se escribe (6.2.3) como
Yn(e) = Go(e™)Un(e™) + M(e™) + Vi(e')
donde
Go(e™) = ZgO e
| Nk
ure T — Un(e™) |. (6.2.4)

¢

N S

M(e/®) = Z ggefj“’k _
k=0

T
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Al igual que para el caso de condiciones iniciales cero, si se satisface que u; es acotada y la suma
N-1 74,0
=0 klg;| converge para N — oo, entonces

N-k

) > ) 1 ) )
IM(e™) = |y gle /| — » ue T — Uy(e™)
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. k 0
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G
N
Entonces, al igual que para el andlisis hecho en la seccién si Cy < oo el término M(e/) tiende
a cero para todo w si N — oo.

Por lo tanto, el estimador ETFE para este caso se reduce a

M(e/?) + Vy(e®)

G(e™) = Go(e™) + = 5503

(6.2.5)

Asi, el tratamiento es idéntico que para el caso con condiciones iniciales cero, ahora tomando
en consideracién el término M(e/®) que agrupa el error en la convolucién producto de la finitud
de la transformada ocupada y el efecto de las condiciones iniciales distintas de cero. Este término
provoca sesgo, pero bajo condiciones débiles converge a cero cuando la cantidad de datos N tiende
a infinito. Esto tiene sentido, pues la condicion requerida de estabilidad )7, k| ggl < oo fuerza que
el efecto de las condiciones iniciales en la respuesta del sistema desaparezca a medida que N tiende
a infinito, manteniéndose sélo la respuesta estacionaria. Notese ademds que para esta extension, se
estd estimando la respuesta a impulso en su completitud (desde 0 hasta infinito), lo cual no es posible
si se tiene condiciones iniciales cero.

Por lo tanto, con el resultado anterior se establecen exactamente los mismos teoremas desa-
rrollados en el Capitulo El, incluso con la misma construccién de la matriz de covarianza, la cual
unicamente depende del término e, = ZQ’: | vk en ambos casos. Entonces, se puede plantear
el mismo estimador causal sin saber si hay condiciones iniciales distintas de cero o no, y obtener
mejores resultados asintéticos en covarianza que el estimador tradicional.

6.3. ETFE considerando una estructura general de modelos

Hasta el momento, este trabajo solamente ha considerado modelos tipo output error. Si el ruido
de salida es coloreado, o bien hay perturbaciones en la entrada, el efecto de éste puede expresarse
como un ruido blanco filtrado por un filtro que se denominara Hy(g). A continuacion se determina
la respuesta a impulso estimada para este caso general, y luego cdmo se obtiene un estimador causal
en este nuevo escenario.
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6.3.1. Deduccidn de la respuesta a impulso y analisis de media y cova-
rianza

Se estudia el siguiente sistema de tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo con condicio-
nes iniciales producto solamente de la entrada

Hy(q)

al G0(6])4>é>—yl>

Figura 6.1: Diagrama de bloques de estructura general.

v = Go(@)u; + Ho(gq)v,

=) 1—1
=Zg2u,_k+2h2v,_k , t=1,...,N, 6.3.1)
k=0 k=0

donde {v,} es un proceso de ruido blanco de media cero y varianza o>. Se denota 7, := Zf;b hgv,_k, y
su transformada de Fourier considerando los primeros N términos como Vy(e/“). De forma andloga
a lo obtenido en la Seccion[6.2} el estimador ETFE se expresa como

Yn(e®)  Go(e?)Un(e™) + M(e) + Vy(e™)
Un(e®) Un(e/®)

M(el) N Vn(e®)

Un(e/@) ~ Un(e?)’

G(eiw) =

= GQ(ej“’) +

donde Go(e’®), Un(e/) y M(e’*) se encuentran definidos en (6.2.4). Entonces, se tiene la respuesta
a impulso estimada por ETFE para una estructura general

o0 N
G(e™) = Z (g? + Z(mk + Vk)at—k) et

t=—0c0 k=1
=) N N k-1
= > (g? + D ma o+ Y h?vk_laf_k] et (6.3.2)
t=—00 k=1 k=1 [=
= Z ge (6.3.3)
1=—00

En (6.3.2) se ha obtenido explicitamente los coeficientes de la respuesta a impulso por ETFE da-
da una estructura general de modelos. Nétese que si by = d;, donde ¢; corresponde al delta de
Kronecker para k = 0, la expresion (6.3.2) se reduce naturalmente a (3:2.21).

Al igual que el caso con ruido en la medicién solamente, en la parte no causal del estimador sélo
influyen los términos de o, para t < —1. El andlisis con respecto a este coeficiente es idéntico que el
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caso estudiado anteriormente.

La media y la matriz de covarianza de este estimador para el caso general se determinan a
continuacion:

= Esperanza: La media del estimador g, es

N N k-l
E{g:} = E{g? + Z mpa_j + Z Z R via;- k}
k=1 1=0

1

k—

N N
0
:gz+kaa/r—k+Z BV}

k=1 k=1 [=0

=gl + > man, (6.3.4)
k=1

ya que v tiene media cero.

= Matriz de covarianza: de forma andloga al primer caso estudiado, se sabe que el error de
estimacion esta dado por

N k-1
e =& —BRd =) D v (6.3.5)
k=1 1=0

El error se puede escribir en forma matricial como
e = T(B)V, (6.3.6)

donde e y T(B) se encuentran definidos en (3:3.4), y el vector ¥, con elementos ¥ := Y17 h0v,
k=1,...,N, se puede expresar como

¥ = Hyv, (6.3.7)
donde v estd definido en (3.3.4), y H es una matriz de Toeplitz de dimensiones N X N cuyos

elementos son

R, ik .
H] =1 ° i=1,...,N, k=1,...,N. (6.3.8)
0 i<k

Asi, la matriz de covarianza cov(e) se obtiene directamente como

cov(e) = E{T@HwW H'T(8)"} = -*TBHH T(B)". (6.3.9)

Notese que si se quisiera conocer explicitamente y exactamente cov(e), ademas de conocer la se-
cuencia de entrada es necesario conocer los primeros N coeficientes de la respuesta a impulso del
filtro H(e/*). Esto sin lugar a dudas complica la obtencién de la matriz de covarianza y por ende, un
estimador causal de varianza minima. La idea para implementar el estimador es en primer lugar esti-
mar el filtro del ruido, y luego truncar la respuesta a impulso de éste para obtener una aproximacioén
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de la matriz de covarianza cov(e). Ya estimada esta matriz, el problema de causalidad se resuelve
de forma estandar con la técnica estudiada, obteniéndose un estimador causal y asintéticamente no
sesgado, con mejoras en varianza dependiendo de qué tan buena es la estimacién de la respuesta a
impulso del filtro de ruido Hy(g). Se estudia un ejemplo de este método en la subseccidn siguiente.

6.3.2. Implementacion y simulacién

Como se ha explicado en la Subseccion[6.3.1] la formulacién del estimador causal para ETFE en
estructuras generales es idéntica que para el caso output error, y por ende no se replicard. La dnica
diferencia se encuentra en el cdlculo de la matriz de covarianza para la determinacién de la matriz
de factorizacién de Cholesky C, para la cual debe estimarse la respuesta a impulso del filtro Hy(g).

En la literatura existen muchas técnicas para estimar Hy(g). En este trabajo se propondra un
método simple basado en el estimador ETFE. En [4] se propone una técnica para estimar el espectro
del ruido basada en optimizacion de costos cuadraticos asociados a residuos del sistema. En cambio,
en [2] se trabaja directamente con el residuo 7, := y, —G(q)u,, con la cual se puede obtener facilmente
el espectro a partir de un periodograma de esta secuencia. Se introduce en esta seccién una técnica
no necesariamente optima en cuanto a obtener el mejor estimador de la funcién de covarianza ¥, de
pero de facil implementacion y de directa relacion con el estimador ETFE.

Dado un experimento con N datos de entrada y N datos de salida, es posible construir el estima-
dor ETFE tal como ha sido presentado en los Capitulos[2]y [3] Obtenida la estimaci6n de la respuesta
en frecuencia G(e/®) y su respuesta a impulso 2;, si G(e/) =~ Go(e!), se puede estimar el ruido
filtrado a partir de la secuencia de residuos como

Y=y — G(Q)ut

=Y =&k Uy

Ya determinado 7;, se obtiene una estimacion de la funcion de covarianza

N
1
RY(k) = N Z Db (6.3.10)
=1

Finalmente, el objetivo se reduce a encontrar la factorizacion espectral del espectro de {¥;}, que se
denota $y(z) y se calcula como la transformada Zeta bilateral de Ré\' (k). La factorizacién espectral
entrega la funcién de transferencia oH(z) tal que ¢p(z) = 02H(z)H(z)~, donde ~ denota el operador
hermitiand]

Este célculo e implementacién en software puede realizarse gracias al teorema de Fejér-Riesz
[65]]. Obtenido H(z), la aproximacion de la respuesta a impulso del filtro del ruido fz,, se calcula
mediante transformada Zeta inversa.

Ya descrito lo anterior, se procede a estudiar un ejemplo. Se considera un sistema descrito como
modelo ARX

. 0.07(q — 0.684) 0.1
t

= + , 6.3.11
7 — 19484+ 09704 T 2~ 1.948¢ + 0.9704"" ©.3.10)

TEl hermitiano de una funcién de transferencia H(z) se define como H(z)~ := H(z ")T.
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donde {v;} es ruido blanco de media cero y varianza o2 = 0.01. Haciendo 500 simulaciones de
Monte Carlo, en la Figura [6.2] se grafican las varianzas coeficiente por coeficiente del estimador
ETFE tradicional &, , luego las del estimador ETFE causal g¢ suponiendo H(g) = 1, y el estimador
ETFE causal & con h, estimado a partir del método descrito.

« 10 4Varianza de las estimaciones, modelado filtro de ruido por residuos
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Figura 6.2: Varianzas empiricas de &, (azul), del estimador causal suponiendo ruido blanco ¢ (rojo),
y del estimador causal con ruido modelado g¢ (verde) para una estructura ARX.

Las trazas de las matrices de covarianzas asociadas a cada estimador son los siguientes:
tr{cov(g)} = 0.1358 , tr{cov(g,)} = 0.1235 , tr{cov(g,)} = 0.1193. (6.3.12)

Se observa una reduccién del 9.05 % en la traza de la matriz de covarianza al estimar g° a partir del
estimador ETFE causal considerando el modelo del ruido, y una reduccién de 3.4 % en relacion con
la estimacién @, . Entonces, se puede concluir que bajo el modelado del filtro del ruido, no sélo se
puede reducir la varianza del estimador ETFE tradicional, sino que el estimador construido presenta
mejores propiedades que el estimador causal suponiendo ruido blanco no filtrado.

Observacion 6.3.1. Durante esta simulacion, se ha ocupado una estimacion fija de Hy(q), no va-
riando ésta segiin las simulaciones de Monte Carlo. Esto no es correcto si se quisiera hacer una
comprobacion que el estimador de la respuesta a impulso dado por la estimacion del filtro del ruido
Hy(q) es el estimador que asintéticamente presenta menor matriz de covarianza. Esta opcion no
es abarcada en esta tesis debido a la carga computacional que generaria determinar 1000 facto-
rizaciones espectrales de un polinomio trigonométrico de 2001 términos. Mds bien, la simulacion
comprueba que bajo una estimacion simple del filtro del ruido blanco, es posible generar un esti-
mador causal en donde cada coeficiente en promedio se desvia menos del valor medio, el cual se
acerca asintoticamente a su valor verdadero para este estimador.

Atin ast, otra posibilidad es truncar la estimacion de il, a una cantidad mucho menor de términos
para facilitar la carga computacional. Esto se haria con el proposito de mejorar los tiempos de
computo.
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Para terminar esta seccion, en la Figura@] se muestran las varianzas coeficiente a coeficiente,
ahora conociéndose exactamente el modelo del ruido.

«10™4 Varianza de las estimaciones, modelado perfecto del filtro de ruido
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Figura 6.3: Varianzas empiricas de g, (azul), del estimador causal suponiendo ruido blanco g (rojo),
y del estimador causal considerando modelo verdadero del ruido g¢ (verde) para una estructura ARX.

Es fécil notar que la estimacion causal tomando en consideracion el ruido perfectamente mode-
lado satisface que la varianza término a término es menor que aquélla producida por la estimacién
tradicional por ETFE, y es también menor a considerar al ruido como si fuera blanco. En ambas
figuras obtenidas, es claro que si bien las varianzas se reducen al aplicar ETFE causal considerando
ruido blanco, el correcto modelado del ruido permite mejorar aiin mds en varianza las estimaciones.

6.4. Incorporacion de ventanas en el estimador ETFE

Es bien sabido que ETFE entrega estimaciones pobres en varianza, en cuanto a que la matriz de
covarianza de la respuesta a impulso y la respuesta en frecuencia no tienden a cero a medida que
N tiende a infinito. Es decir, la ETFE es un estimador no consistente. De acuerdo a [2]], una forma
de mejorar la varianza en ETFE es suponer que los valores de la respuesta en frecuencia verdadera
estan relacionados entre si. Esto se traduce en el supuesto razonable:

Suposicién 6.4.1. La respuesta en frecuencia Gy(e’®) es una funcion suave en w.

Entonces, se puede proponer el estimador ETFE suavizado, introducido en el Capitulo 2}

O (@) [ Wy (€~ 0)Yy(e)Un(eH)dé
DY) [T W€ - wlUn(ef)Pdg

G(e') = (6.4.1)

donde W, (¢) es una funcién de peso simétrica con respecto a & = 0y y es un pardmetro de forma
cuyo efecto se discutird en las siguientes secciones. A continuacion, se deduce el estimador ETFE
en el dominio del tiempo, extendiendo los resultados obtenidos en el capitulo
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6.4.1. Deduccidn del estimador suavizado de la respuesta a impulso

Otra forma de expresar (6.4.1)) es determinando estimaciones de los espectros ®¥(w) y CDQ;(w)
vistos como la transformada de Fourier en tiempo discreto de la convolucién escrita en la Ecuacion
(6.4.1), de la siguiente forma:

S Sy A o
) (w) ~ Zilss, wy (R (k)e=/ok

G(e™) = - = _ :
DY) 3 s, Wy (ORY (e~iex

(6.4.2)

donde w, (k) son los coeficientes de Fourier de la funcién 27nW,(€), los cuales se escogen iguales
a cero para |k| > ¢,, con ¢, constante elegida de acuerdo a la funcién suave W, (), que indica el

tamafio de la ventana. Las funciones de covarianza f?flv k) y I%Q{l(k) estdn dadas por los coeficientes

de Fourier de los periodogramas |Uy(e/?)? y Yn(e/“)U y(e/®) respectivamente:

N N
N 1 o 1
R =5 D e . RNK) = & §l Villi-- (6.4.3)
t=

t=1

Ahora considérese el sistema dado por (3.2-1). El estimador (6.4.1)) se puede determinar explici-
tamente para el sistema anteriormente descrito, de la siguiente manera:

e = Go(qQ)uy + v¢
Yn(e®) = Go(e®)Un(e) + Vn(e®) + My(e),

de modo que

Yn(e®)Un(e*) = Go(e®)Un(e®)F + (V(e®) + My(e?))Un(e)
= Go(e’)Un(e®)* + (Vn(e™) + My(e®)Un(e”) + Go(e”)|Un (™) = Go(e’)|Un (™).

Multiplicando por la funcién W, (¢ — w) e integrando,
f Wy (€ ~ 0)Yn()Un(e")dé = Go(e™) f W(€ — w)lUn(e*)dé
+ f Wy (€ — w)(Vn(e®) + Mn(e") Uy (e)dé + f W,(€ — w)(Go(e”) = Go(e™ NI Un(e*) dé.

Dividiendo por el denominador de (6.4.1), se obtiene el estimador ETFE mejorado como

f—i; Wy(f - w)VN(e.ff)UN(e_/f)dé_-
5 W& - w)lUn(ei)Pde
L LW oMueTne)de [ W€ = w)(Gole) - Gole)IUn(e)Pde

G(e'®) = Go(e™) + (6.4.4)

T . + 7T .
I Wy (& - w)|Un(eF)Pdé I Wy (& - w)Un(e#)Pdé
=: Go(e’®) + G"(/°) + GP* (&), (6.4.5)
donde
Gote) = [5 Wy(& = w)Vn(e®)Un(e)de

7 Wy = w)Un(e#)Pdé
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I W€ = )My(e¥)Uy(e#)dé f W, (€ = w)(Go(e) = Go(e™))|Un(e” )|2df
7 W& - w)|Un(ei)Pde 7 W& - w)|Un(ei)Pde

Noétese que si W, (¢ —y) = 6(£ — v), donde 6(¢) corresponde al delta de Dirac en & = 0, se tiene

wy (k) = 1 para todo k y no se realiza promediado alguno entre frecuencias. En este caso, la expresion

(6:4:4) se reduce a (3.2.6). Esto es equivalente a considerar los datos {u,} e {y,} y calcular el estimador
ETFE a partir del cociente de las transformadas de Fourier de las funciones de covarianza con

Gbia.v(ejw) —

0, — ©o, cOmo se ve a continuacion:

@) T Ry e
DY (w) T R (ke ik
IR e w T it e

1 N —iwk
Z[ic’:—oo N Zz:1 Uir—j€ Juk

G(e') =

Simplificando el numerador, se obtiene

o0 N 1 N
:Z: ;}’zut—ke = Z

t=1 [

Z y,e_j"” 1N ZN: u[ejwl

=1
= Yn(e™)Un(e™). (6.4.6)

i1

Mz

Yelp

—00

Trabajando el denominador de la misma forma, se obtiene que

Yn(e’)Un(e™®)  Yy(e™®)
|Un(ei)2 — Uy(e®)’

G(e') = (6.4.7)

que corresponde al estimador (3.2.6). Esta deduccién es equivalente a la mostrada en el Capitulo[2]
ahora bajo el punto de vista del suavizado de espectros.

Para obtener una expresion explicita de la respuesta a impulso de este estimador, se analizara el
segundo sumando de la expresion al lado derecho de (6.4.4), denominado G"(e’). Haciendo el
andlogo con (6.4.2), se puede expresar este término como

Y (w)
Y (w)

Zk s, Wy(OR (ke

Vs Wy (OR (R)e Tk
Zk:—éy WY(k)N Z;:l Veltr_ge Ik

= 5 1 N . °
Zkl,gy Wy(k)ﬁ Zt:l ;e Ik

G'(e™) =

(6.4.8)

Haciendo el cambio de variable e/ = z, se puede escribir (6.4.8) como

[ N _
. Zky Wy(k)l Zt:l Villy—kZ k S Oy
—dy -~ Z
Gv(ejw)|g/w:z = 5 — iz k = : ~
y (k) Z =1 Wllt—kZ -k k=-d, Z[:E/) wy(6y — l)ﬁ I ut”Hl—@Zl
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Oy Z6V
= E gk , (6.4.9)
k== NU(Z)
Y

donde Ny(2) := S0 wy(Sy — D& S¥ ttyr-s,2 . Se ha hecho el cambio de variable k = 6, — I,
y ordenado para obtener la funcién racional z%(Ny(z))~! expresada en potencias positivas de z.

Ademas, se ha definido
N

= wy(k)% Z Vit = wy (RN (k). (6.4.10)

=1
Entonces, se puede expresar la funcién racional z%(Ny(z))™! en términos de su transformada de
Fourier en tiempo discreto con e/ = z, de forma andloga a lo hecho en (3.2.19), como

6 (o)
Z Y
B T (6.4.11)
Ny (2) T:Z;,oﬁ
Ahora, desarrollando (6.4.9),
5 w0 5, o
" Z Bz = Z Z Y Rl
k=-6, T=—00 k=-6, T=—00
o Oy
= > D B, (6.4.12)
1=—00 k=6,

donde se ha hecho el cambio de variable t = 7 + k para cambiar el orden de las sumatorias. Fi-
nalmente, si se define la secuencia {g?“*} como la transformada inversa de Fourier de G"5(e/*),
considerando z = e/ en (6.4.12) se obtiene la expresién exacta para la ETFE mejorada a través de
ventanas como

o0 s,
Gy = > gl + D wy RN (KB i + gl | e (6.4.13)
t=—00 k=—0,
= Z 2. (6.4.14)
t=—00

Cabe destacar que la secuencia {g,b””} es deterministica con secuencia de entrada al sistema {u,} de-

terministica. Esta secuencia es la que impone sesgo al estimador g;. En la préictica se elige y = §,, es
decir, el pardmetro de forma de la ventana regula la cantidad de términos no nulos de ésta. Ademas
de depender de Gy(q) y la secuencia de entrada, su dependencia con el pardmetro y se ha estudiado
de forma asintética en [4]. En [4] se concluye que el estimador ETFE suavizado es asintdticamente
no sesgado para y, N — oo, lo cual es equivalente a considerar una ventana W, (£) de ancho infinite-
simal con 4rea unitaria, es decir, un delta de Dirac, lo cual corresponde a una ventana rectangular en
el dominio del tiempo con N — co. Tal como se mostré en (6.4.7), esto conduce al estimador ETFE
tradicional. Ademas, si se escoge correctamente el tamafio de la ventana y en funcién de N tal que a
medida que y, N — oo se tiene %, — 0, [4] demostré que la ETFE suavizada es consistente. El valor
de y cominmente debe elegirse de forma empirica. Sin embargo, existen expresiones asintdticas que
determinan el valor 6ptimo de y que minimiza el error cuadratico medio (MSE) [4].
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6.4.2. Anailisis de media y covarianza del estimador ETFE suavizado

Estudiemos las propiedades de media y covarianza de este estimador en el dominio del tiempo:

= Media: Recordando que g’ es puramente deterministica,

Elg) =E ¢+ Z wy (RN (k). + 1™
k=-0,

24

N
(@) ias 1
Ll ra e wy(k)[ﬁ ;E{vm}um_k)ﬁ,_k

) ias
D o0 ghias, (6.4.15)

donde (a) es producto de la linealidad del operador esperanza, y (b) dado que la media del
ruido blanco v, es cero. Note que este estimador es sesgado, pues g7 # 0. De hecho, el
sesgo estd dado por esta secuencia, la cual al igual que para la Seccién no se determina
explicitamente pues no es necesario para establecer el método propuesto. De forma anéloga al
caso en la Seccién[6.2] este término puede ser despreciable a medida que N — oo si se elige
vy correctamente en funcién de N.

= Covarianza:
67

E{(& - E&) (@ - = wy(k)Rvu(k)ﬁt ) wymR B

m==0,
N
Vilhi—f Z Villj—m
=1

Gy &
@w Z Z Wy(k)wy(m)ﬁt kIBI m Lz
N N
Z Z wy (k)W (m)B_1Bi-m Z ZE {vivibui—gttjm

T_'Mz

~
S
=

0, m==0. i=1 j=1
0B D
= Z Z > wyRywy B iBrmtti ittims  (6.4.16)
k =0, m==6, i=1

donde (a) se obtiene reordenando las sumatorias, expandiendo las funciones de covarianza y
empleando la propiedad de linealidad del operador esperanza, (b) se consigue reordenando las
sumatorias y por linealidad de E{-}, y (c) es gracias a que {v;} es ruido blanco.

= Matriz de covarianza: Se trabaja de forma andloga que ETFE no suavizado. En este caso, el
error de estimacion con respecto a la media estd dado por

24

e =& —Elah= ) wy(oR (KB« (6.4.17)
k=6,

El error se puede escribir en forma matricial como

e = BV, (6.4.18)
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donde e estd definido en (3.3.4), mientras que B es una matriz de Toeplitz de dimensiones
(N + M + 1) x 26, + 1 cuyos elementos son

[B]i,k :ﬁi—k—MﬂSy’ i=1,....N+M+1, k= 1,...,26y+1, (6.4.19)
con By definidos en (6.4.11)).
T
Ademds, ¥ estd dado por v = [fz_(;y e f)(;y] , los cuales estdn definidos en (6.4.10). Este

vector también admite una descomposicion similar al vector e:
1
V= Ndiag(wy)Uv, (6.4.20)

donde v se encuentra definido en (3.3.4), diag(w,) es una matriz diagonal formada por los
elementos w, (k), k = =0,,...,0,, y U es también matriz de Toeplitz, con elementos dados por

i , =0, <—-i+k<N-1-6
[U]i’k:{u thtdy+l y ="t Toi=1,2,...,26,+1, k=1,...,N.

s en otro caso
(6.4.21)
Asi, la matriz de covarianza cov(e) se obtiene directamente como

1 1 2
cov(e) = E {BNdiag(wy)vaTUTdiagN(WY)BT} = %Bdiag(wy)UUTdiag(wy)BT.
(6.4.22)

Con los célculos anteriores, se ha determinado la media, covarianza, y matriz de covarianza del es-
timador ETFE suavizado. Ahora, se usardn estos desarrollos para formular el resultado fundamental
de este capitulo, el estimador ETFE suavizado causal.

6.5. ETFE Suavizado Causal

En esta seccidn, se formula el estimador ETFE suavizado que fuerza estimaciones causales, y se
comprueba su efectividad en simulacién.

6.5.1. Formulacion del método

Esencialmente, el problema de encontrar un estimador causal de la respuesta a impulso dada por
ETFE suavizado es el mismo que el problema ya resuelto para el caso no enventanado. En este caso,
se tiene que el estimador de la respuesta a impulso por ETFE suavizado es una variable aleatoria g
Py | P

con media y y matriz de covarianza P = o
P 12 P22

], donde:

bias
8_m
bias 2

u=|—5= = [ ! ] , P= %Bdiag(wy)UUTdiag(w./)BT, (6.5.1)

0 bias
go + golm Hy

R
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y donde P;; € RM*M; P, ¢ RMX(N+D) 'y P,, @ RVFDX(N+D)

Naturalmente, la primera opcién para estimar g causal consiste en simplemente truncar la parte
no causal, al igual que en el caso no enventanado:

~ 0M><M ‘ 0M><(N-¢—l) A

(6.5.2)

0(N+1)><M ‘ IN+1

Para obtener un mejor estimador, se obtiene la factorizacién de Cholesky de P dada por P =
CC7, donde C = oN ~'Bdiag(w,)UQ, donde Q es matriz ortogonal tal que C es triangular inferior
con elementos no negativos en su diagonal. Esto se puede hacer encontrando la factorizacion QR de
oN ’IUTdiag(wy)BT, de forma andloga al caso sin ventana (o con ventana rectangular).

Entonces, se introduce el estimador de respuesta a impulso causal g,

gc — C[ 0M><M ‘ 0M><(N+1) ]C_lg

Oyt | Inet

:[ Ci ‘ 015 v+1) H 051501 ‘ 01 v+1) H €™y ‘ Oprsve1) | A
Cu| Cn (€ Ny | (€D

0 | o }
= g 6.5.3
[ —-Cy Cy} ‘ Ina 8 ( )

O+ 1yxm ‘ Iyt

donde Cy1,(C™)y; € RMM; Cyy, (C1)py € RVHDM 1y Coy, (C1)pp € RVFDXINHD,

Aplicando los teoremas [5.3.1] [5.3.2} [5.3.3] y [5.3.4| demostrados en el capitulo[3] se concluye que
el estimador (6.5.3)) tiene matriz de covarianza menor o igual al estimador tradicional de la respuesta

a impulso por ETFE suavizado, y es el 6ptimo entre el conjunto de los estimadores lineales asintoti-

camente no sesgados definidos en (5.3.6)), en cuanto a que presenta la menor matriz de covarianza.
Cabe notar que el estimador ETFE suavizado causal es sesgado. Esta propiedad se hereda del

estimador ETFE suavizado, en el cual existe un compromiso entre sesgo y varianza. Se recuerda que

al elegir correctamente el pardmetro 7y, se puede obtener un estimador consistente y que minimice el
error cuadratico medio.

6.5.2. Implementacion y Simulaciones

De igual forma que para el capitulo anterior, a continuacidn se presentan los principales avances
en implementacién y simulacién de este nuevo estimador, con el fin de comprobar los resultados
obtenidos en la teorfa.

A. Consideraciones previas

Para la implementacién del estimador ETFE suavizado y su estimador causal por MATLAB, se
tienen en cuenta las siguientes consideraciones:

= Los sistemas estudiados en esta seccidén son idénticos a los usados para simular el caso sin
ventanas, pues se consideran que son ejemplos representativos dentro de su dmbito.
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» Laeleccion de ventana depende generalmente de la aplicacion. No existe una solucién 6ptima,
pero la ventana mas comun es la Hamming [66], la cual se define como

wy (k) =

(%)(1 + cos (”7")) Nkl <y (6.5.4)

Nkl 2y

Para las simulaciones hechas, se ha considerado esta ventana. Por supuesto, el andlisis y los re-
sultados son similares para otras ventanas escogidas dado que la teoria formulada no depende
de la eleccién particular de ventana.

= Para elegir el tamafio de la ventana 6., se debe tener en cuenta que existe un compromiso entre
la resolucidn frecuencial y la varianza. En el caso de contar con médximos de resonancia angos-
tos, es necesario elegir un valor grande de 6, para obtener mejor resolucién en frecuencia al
achicar el ancho de banda en frecuencia, aceptando una mayor varianza coeficiente por coefi-
ciente. En [1]] se reconoce que determinar este pardmetro no es trivial. El criterio cominmente
utilizado es el siguiente:

1. EI pardmetro 6, debe ser pequefio comparado con la cantidad de datos N para reducir
las fluctuaciones aleatorias de los periodogramas.

2. Para considerar las partes de interés del espectro real, debe satisfacerse que IR, (7| sea
significativamente menor a R, (0) para 7 > 0y. Esto dado que para entradas dadas por
procesos estacionarios en sentido ampli se tiene R,(0) > |R,(7)| para todo 7 [67]] ¥
por ende, se debe satisfacer que la funcién de autocovarianza decaiga lo suficiente en
comparacion con el valor mds importante antes de no ser considerada en el enventanado.

Determinar una cota superior en la proporcién entre |R,(7)| y R,(0) para 7 > 0y puede ser
util para obtener un criterio objetivo para escoger ¢,. Sin embargo, en la préctica la eleccion
finalmente se reduce a probar con valores pequefios de ¢,, e ir aumentando este pardmetro de
forma progresiva hasta encontrar un espectro que equilibre la resolucién frecuencial con una
varianza aceptable.

» El célculo de la matriz de Cholesky C, andlogamente al caso sin ventanas, se ha determinado
a partir de la expresion (6.4.22)), la cual tiene como estructura implicita aquélla que se busca
con la factorizacién de Cholesky. Para formar la matriz C pedida, la cual es triangular inferior,
se aplica una factorizacién QR de la misma manera que en el caso no enventanado. Para mas
informacion sobre este tratamiento, se sugiere revisar el Apéndice de este texto, Seccioén

Tomando estas observaciones en consideracion, a continuacién se prueba estadisticamente y con
ejemplos el estimador causal obtenido.
B. Sistema FIR

Se considera el sistema FIR dado en (5.4.3). Excitando este sistema con ruido blanco Gaussiano
de media cero y varianza 1, se realizan 500 experimentos con secuencia de entrada {u,} fija, y va-
rianza de ruido blanco aditivo a la salida o> = 0.1. Dado que la respuesta en frecuencia del sistema

2Un proceso X se dice estacionario en sentido amplio si y s6lo si su media ux es constante para todo #, y la funcién de
autocovarianza Rx (¢ + 7, ¢) es una funcién de 7 solamente, para todo valor de 7, 7.
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no tiene resonancias angostas, es recomendable fijar un ¢, pequefio, para disminuir la varianza sin
perder la identificacion de peaks de frecuencia. Se escoge ¢, = 30 y M = 100. Con estos valores, se
obtienen los coeficientes fx para k desde —M — 6, hasta N + 6, — 1, los cuales son los coeficientes
necesarios para obtener la matriz C de la factorizacién de Cholesky de la matriz de covarianza P. En
la Figurase observan los coeficientes B para 6, = 30.

By para ancho de ventana ¢, = 30
T T T T T

0.8 i

0.2 7

: i

0.2 1 1 1 1 1
-100 -50 0 50 100
k

Figura 6.4: Coeficientes S de la serie de Laurent de z%(Ny(z))™! para 6, = 30 .

Claramente, 3, es aproximadamente cero para casi todo valor de k, salvo en el intervalo |k| < &,.
El problema asociado a esto, es que la matriz C;; no se encuentra bien condicionada al formarse
con una gran cantidad de valores cercanos a cero de S, y por lo tanto, numéricamente no es posible
obtener una matriz C;; invertible. Por lo tanto, para solucionar los problemas numéricos asociados
y as{ obtener una estimacion causal, se debe aumentar el valor del pardmetro &, .

Fijando 6, = 100, que corresponde aproximadamente al valor minimo que no provoca problemas
numéricos asociados a la inversién de Cj, se obtienen las siguientes matrices de covarianza de cada
estimador para los tres primeros valores de la respuesta a impulso:

0.1134  0.0037  0.0069 0.1100  0.0040  0.0062
cov(g) = 107 [0.0037 0.1084 —0.0039| , cov(g,)=107[0.0040 0.1034 —0.0030|.
0.0069 —0.0039 0.1225 0.0062 —0.0030 0.1199

Determinando los valores propios de la matriz cov(g) — cov(g,), se tiene A = {0.20 x 107,0.35 x
107,0.55 x 1073}. Como todos los autovalores obtenidos son positivos, tiene para este ejemplo que
cov(g) > cov(g,).

Por otra parte, se puede notar que las varianzas de cada valor estimado, dados por la diagonal de cada
matriz de covarianza, son estrictamente menores para la estimacién causal g, para los tres valores
estimados de la respuesta a impulso. Las trazas de las matrices de covarianzas de las estimaciones
presentadas son:

tr{cov(g)} = 3.4432x 10™* , tr{cov(g.)} = 3.3325 x 107*. (6.5.5)

Tal como se esperaba, la estimacion ETFE suavizada causal tiene menor traza de matriz de covarian-
za que el método ETFE suavizado tradicional. La reduccién es de un 3.22 %, el cual ya se encuentra
reducido por el suavizado producido por el proceso de enventanamiento.
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Sélo a modo de ilustracién, la respuesta en frecuencia estimada con respuesta a impulso causal
y la tradicional se presentan junto con la respuesta en frecuencia real en la Figura [6.5]

|Go(e?)], |G(e’)]| y |Ge(e’)] para sistema FIR
T

T

Respuesta en frecuencia [dB|

5 . . M | . . M |
107 10 10°
Frecuencia, w [rad/s]

Figura 6.5: Respuesta en frecuencia real (verde), estimada con ETFE suavizado tradicional (azul), y
con ETFE suavizado causal (rojo), de un sistema FIR con ¢, = 100.

En la Figura[6.5] que corresponde a sélo un experimento realizado para estimar la respuesta en
frecuencia del sistema, se observa una pequefia mejora de la estimacién causal (en rojo) en compa-
racion con la estimacién suavizada tradicional.

C. Sistema de segundo orden

Se considera el sistema de segundo orden dado en (5.4.3). Note que el sistema continuo del cual
proviene (5.423)), tiene coeficiente de amortiguamiento ¢ = 0.1. Es decir, se esté trabajando con un
sistema altamente resonante, lo cual implica que contiene peaks muy angostos de frecuencia. Por
supuesto esto no se sabe a priori, pero probando con distintos valores de J,, se ve la necesidad de
elegir un ancho de ventana grande, para obtener asi mayor resolucién espectral y poder distinguir
con mayor claridad los peaks.

Escogiendo ¢, = 180, N = 1000, M = 150, varianza del ruido o2 = 0.25, se grafican las
varianzas empiricas coeficiente por coeficiente de cada estimador, obteniéndose el resultado de la
Figura[6.6] Como se muestra en la Figura[6.6] el estimador causal es ligeramente mejor coeficiente

por coeficiente en varianza. Esto se aprecia en la traza de las matrices de covarianza asociadas a cada
estimador:

tr{cov(g)} = 0.0186 , tr{cov(g,.)} = 0.0174. (6.5.6)

Es decir, el método causal disminuye la traza de la matriz de covarianza en un 6.45 %. La respuesta
a impulso estimada con ETFE suavizado y suavizado causal se muestra en la Figura[6.7]
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«107 Varianza de las estimaciones §(t) y g.(t)
T T T

0
-100 -50

Figura 6.6: Varianzas empiricas de 2(¢) (azul), y el estimador suavizado causal 2.(¢) (rojo), para
sistema de segundo orden con varianza de ruido o> = 0.25 y 6, = 180.
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Figura 6.7: Respuesta a impulso verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE sua-
vizada (azul) y ETFE suavizada causal (rojo) para &, = 180.

Tal como se ha visto en las simulaciones anteriores, el nuevo estimador propuesto es causal y
con iguales o mejores caracteristicas en covarianza.

Dado que se ha comprobado que el estimador causal disminuye la varianza coeficiente por coefi-
ciente, es posible escoger un valor mayor de ancho de ventana ¢, para mayor resolucion frecuencial
y con varianza reducida en comparacién al ETFE suavizado tradicional. De esta forma, se pretende
apalear la pérdida en varianza por el valor alto de 6, con causalidad, obteniendo un estimador con
buena resolucioén frecuencial y varianza aceptable. A modo de ejemplo, en las Figuras[6.8]y [6.9] se
observa la varianza empirica coeficiente por coeficiente y la respuesta a impulso estimada con la
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respuesta en frecuencia respectivamente para N = 1000, M = 150 y un ancho de ventana ¢, = 250.

«10™ Varianza de las estimaciones §(t) y gc(t)

-100 -50 0 50 100 150 200

Figura 6.8: Varianzas empiricas de g(#) (azul), y el estimador suavizado causal g.(f) (rojo), para
sistema de segundo orden con varianza de ruido o = 0.25 y &, = 250.
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Figura 6.9: Estimaciones de un sistema segundo orden con ¢, = 250. Izquierda: respuesta a impulso
verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE suavizada (azul) y ETFE suavizada
causal (rojo). Derecha: respuesta en frecuencia real (verde), estimada con ETFE suavizado tradicio-
nal (azul), y con ETFE suavizado causal (10jo).

En este ejemplo, las trazas de las matrices de covarianzas son
tr{cov(g)} = 0.0158 , MSE; = 0.0148, (6.5.7)

lo que se traduce en una mejora de un 6.33 % en error cuadritico medio.

De lo anterior se concluye que una opcién posible para la estimacion de la respuesta a impulso
por ETFE y ETFE causal, es escoger un ancho de ventana ¢, mds grande de lo usual. Aparte de
mejorar el condicionamiento numérico del estimador, el método causal minimiza el aumento de va-
rianza producido por aumentar el ancho de ventana. Por ende, al escoger ¢, mas grande y estimando
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por ETFE suavizado causal se puede apostar por una mayor resolucion frecuencial sin perder tanto
en varianza, y por supuesto produciendo resultados causales. Esto es aplicable para cualquier orden
de sistema.

D. Sistema de tercer orden

Se considera el sistema de tercer orden dado en (3.4.6). Para 500 experimentos con N = 1000,
M = 100, varianza del ruido o> = 0.15 y 6, = 200, se obtienen los resultados graficados en la

Figura[6.10]

«107 Varianza de las estimaciones g(t) y g.(t), sistema tercer orden
T T T T T
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Figura 6.10: Varianzas empiricas de 2(¢) (azul), y el estimador suavizado causal g.(¢) (rojo), para
sistema de tercer orden con varianza de ruido o = 0.15 y 6, = 200.

Tal como se vio en la Figura[6.8] la Figura [6.10] presenta menor varianza coeficiente por coefi-
ciente con el método propuesto, en comparacién con ETFE suavizado tradicional. En este caso, los
errores cuadraticos medios se presentan a continuacion:

MSE; = 0.0112 , tr{cov(g,)} = 0.0104. (6.5.8)

Como era esperado, el estimador causal tiene menor traza de matriz de covarianza que el caso
tradicional. La disminucion para este caso, con los pardmetros escogidos, es de un 7.14 %.

A modo de ilustracion, en la Figura [6.11] se observan las respuestas estimadas en el dominio
del tiempo y frecuencia con ambos métodos (suavizado tradicional, y suavizado causal) para una
realizacién del experimento.
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g7, 91 y §F estimados para sistema tercer orden |Go(e??)|, |G(e/)| v |G.(€/*)| para sistema tercer orden
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Figura 6.11: Estimaciones de un sistema tercer orden con ¢, = 200. Izquierda: Respuesta a impulso
verdadera (verde), y respuesta a impulso estimada con ETFE suavizada (azul) y ETFE suavizada
causal (rojo). Derecha: Respuesta en frecuencia real (verde), estimada con ETFE suavizado tradi-
cional (azul), y con ETFE suavizado causal (rojo), todas en escala logaritmica.

Tal como se ha visto en las simulaciones anteriores, si bien no es posible concluir mejoras es-
tadisticas con s6lo una realizacién, se ha comprobado que el método propuesto es superior al tra-
dicional en varianza, manteniendo el sesgo inherente al suavizado, pero forzando causalidad en la
respuesta a impulso.

E. Comparacién entre los cuatro estimadores presentados

Para terminar esta seccion, se analiza la varianza en los cuatro estimadores estudiados: ETFE
tradicional g, , ETFE causal g; , ETFE suavizado tradicional g;, y ETFE suavizado causal g;°.
Considerando el sistema de tercer orden

_ 0.41275(¢> = 1.98q + 1) s
" (g -0.9704)(¢? - 1.852¢ +0.9231)

e Vi, (6.5.9)

con {u,} y {v,} ruido blanco Gaussianos of varianza 1 y 0.05 respectivamente. Se realizan 500 expe-
rimentos con N = 1000, M = 150, 6,, = 180. En la Figura@ se muestran las varianzas coeficiente
por coeficiente para los cuatro estimadores estudiados.

Los errores cuadraticos medios (MSE) en conjunto con las trazas de las matrices de covarianzas
asociados a cada estimador para las primeras 150 muestras de la respuesta a impulso estimadas son
los siguientes:

Tabla 6.1: Traza de la matriz de covarianza y error cuadratico medio de las primeras 150 muestras
estimadas por ETFE, ETFE causal, ETFE suavizado, y ETFE causal suavizado respectivamente.

g gc gs gcs
tr{cov(:)} | 1.609-1072 1.329-1072 0.365-1072 0.345-1072
MSE 1.789:102 14761072  1.029-1072 1.076-1072

Los estimadores causales tradicional y suavizado reducen la traza de la matriz de covarianza
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Figura 6.12: Varianza coeficiente por coeficiente de g (verde), 8¢ (negro), &° (azul), and g (rojo).

en 17.4 % y 5.48 % respectivamente en comparacion con los estimadores cldsicos. En cuanto al
MSE, el estimador tradicional observa una caida debido a que la varianza decae considerablemente
y ademads el sesgo adicional reduce el sesgo inherente al estimador. Por otra parte, esto no se ve en
el caso ETFE suavizado. Para estas simulaciones el efecto del sesgo es considerable, provocando un
aumento en el MSE pero con una leve mejora en varianza.

Ademds, se puede notar en la Figura [6.12] que debido al suavizado, los coeficientes S tienden
a cero rdpidamente para entrada ruido blanco (a diferencia de los coeficientes a; para el caso no
enventanado), lo que provoca que el error de estimacion tienda a cero mds réapido que el caso no
suavizado, cuando t — oo.

Finalmente, es posible analizar el efecto del pardmetro M en el error cuadratico medio de cada
estimador. Para el mismo setup planteado anteriormente, se muestran los errores cuadraticos medios
para distintos valores de M en la Tabla[6.2}

Tabla 6.2: MSE de las primeras 150 muestras estimadas por ETFE, ETFE causal, ETFE suavizado,
y ETFE causal suavizado considerando M = 50, 100, 150, 200.

M\MSE | g g g g

50 2331072 2.16:1072  1.00-102 0.98:1072
100 2.33-1072  2.04-1072 1.00-1072  0.97-1072
150 2.33-1072  2.00-102  1.00-1072  0.99-1072
200 2.33-102  1.92:1072 1.00-1072  1.14-1072

De la Tabla[6.2] se deduce que valores mds grandes de M pueden tener un efecto positivo en el
MSE de las muestras causales estimadas. Nétese que existe un compromiso entre mejorar la varianza
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término a término, y el incremento del sesgo. La reduccion en ganancia para el caso suavizado se
debe al aumento de precision de los valores causales estimados con esta técnica.

6.6. Conclusiones

En el capitulo presentado se han estudiado tres extensiones al método discutido en el Capitulo
Se analizé la posibilidad de extender el método causal para ETFE considerando la incorporacién
de condiciones iniciales y se abarcé la formulacion e implementacién del estimador ETFE causal en
estructuras generales. Finalmente se formul6 e implement6 en simulacién el método ETFE suaviza-
do.

A partir de los primeros andlisis, se muestra que la incorporacién de condiciones iniciales no
dificulta ni facilita la construccién del estimador ETFE causal, dado que la pérdida en sesgo no
influye en la matriz de covarianza, la cual es igual a la del caso con condiciones iniciales cero.

Por otra parte, el estimador ETFE en estructuras generales asume expresiones mas complejas,
y se requiere conocer la respuesta a impulso del filtro del ruido blanco Hy(g), la cual en general
no se conoce. Por ende, si bien la estimacion por ETFE causal si se puede hacer, no se establecen
condiciones de optimalidad pues depende de la estimacién de la respuesta a impulso del ruido. Aun
asi, gracias a un método sencillo de estimacién de la respuesta a impulso del filtro del ruido, se ha
analizado en simulacidn el efecto en la varianza coeficiente por coeficiente de la respuesta a impulso
estimada, concluyéndose que en promedio se obtienen mejores resultados en varianza con esta nueva
técnica.

En cuanto a la estimacién no paramétrica por ETFE suavizado, dado el amplio uso de esta herra-
mienta de estimacion, lograr una mejora a ésta se considera una de las contribuciones mas importan-
tes de esta tesis. Ademds de forzar causalidad, se ha logrado disminuir la matriz de covarianza de los
coeficientes estimados, y se ha mostrado su efectividad en simulacién, disminuyendo la varianza de
cada coeficiente, y logrando obtener mejoras de hasta un 9 % en la traza de la matriz de covarianza,
y con esto una reduccidn del error cuadritico medio dependiendo de la cantidad de datos no causales
forzados a cero. Ademads, se ha comparado los 4 estimadores ETFE estudiados en esta tesis, y cémo
influye el pardmetro M sobre éstos en la traza de la matriz de covarianza y en el MSE.






Capitulo 7

IMPOSICION DE PASIVIDAD EN
ETFE

7.1. Introduccidén

En este capitulo se discute como imponer la condicién de pasividad en la estimacién no pa-
ramétrica de un sistema usando métodos de andlisis espectral.

Para esto, se debe comprender en primer lugar qué es pasividad, y su concepto dentro de la
teoria de sistemas lineales. Amplia bibliografia hay en este tema, y por ende s6lo se abarcan los
conceptos esenciales que son afines a la tesis, en perjuicio de un estudio mds acabado del tema en
su conjunto. Se entregan las definiciones preliminares para caracterizar formalmente los sistemas
lineales pasivos, con énfasis en las caracterizaciones en frecuencia.

Un tema de interés para la imposicion de pasividad en sistemas, es entender bajo qué condiciones
se obtienen sistemas de esta indole. El proceso de discretizacion es de interés, en cuanto a que puede
preservar o no la pasividad de un sistema en tiempo continuo. El estudio de este tema resulta vital
para comprender las aplicaciones de la teoria desarrollada.

El fin dltimo es imponer en frecuencia la condicién de pasividad en sistemas discretos. Para esto,
al final de este capitulo se analizan las propiedades frecuencias del estimador ETFE, para proponer
estrategias de imposicion de pasividad.

7.2. Definiciones y conceptos preliminares

Antes de comenzar, resulta de gran utilidad tener en mente algunos conceptos de interés, que
serdn ocupados en los resultados posteriores. Debido a que el concepto de pasividad y sus impli-
caciones son mds complejas matemdticamente que el concepto de causalidad, en esta seccion se
establecen las bases tedricas para comprender el tema de pasividad y cémo imponer esta condicién.

Sistemas pasivos pueden ser pensados como sistemas que sélo almacenan o disipan energia que
se les proporciond. Es decir, son sistemas que no generan energia. Estos tipos de sistemas pueden ser
analizados estudiando su relacion entrada-salida. En esta tesis, se estudia la propiedad de pasividad
en sistemas SISO (Single Input- Single Output), lineales e invariantes en el tiempo.

Histéricamente, la teorfa de sistemas pasivos proviene de la teoria de circuitos eléctricos. Un
circuito pasivo es uno construido Unicamente con componentes pasivas: resistencias, inductores, y

85
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condensadores (posteriormente, transformadores y también giradores [68])). En un circuito de multi-
ples puertas, suponiendo que no hay energia almacenada en el instante inicial, el circuito sera pasivo
siy sélo si

f ' v Ti(Hdt = 0
0

para todo 7 > 0, donde v(¢) es el vector de voltajes, e i() es el vector de corrientes. Nétese que pasi-
vidad se puede definir sélo cuando existe igual cantidad de entradas que salidas en la representacién
del circuito por miltiples puertas, y depende de coémo se relacionan a priori estas variables por pares.

En control y teorfa de sistemas SISO, el criterio de pasividad es andlogo:

f ’ y(®u(t)dt > 0,
0

con salida y(7) y entrada u(f) ambas escalares. Para los objetivos presentados, se estudiard pasividad
en modelos en tiempo discreto.

Antes de definir formalmente el concepto de pasividad, se presentan algunas definiciones usadas
extensamente en la literatura asociada [42,/69}/70]]. Sea H el espacio de todas las funciones u : Z* —
R que satisfacen

00

= > (1) < oo

t=1
De forma similar, se denota H, como el subespacio extendido de H de funciones u : Z* — R
introduciendo el operador de truncamiento:

x(t), t<N
xy(n) = {
0, t> N.

Asi, H, satisface
N

llunll3 = Z u(f) < co; paratodo N € Z.
t=1

Ademéds de la definicioén anterior, se introduce un producto interno sobre el intervalo {1,2,..., N}
como

N
oy = ) y(ou().

t=1

Para facilitar la notacion, se tiene la siguiente equivalenci:ﬂ
Gy, un) = ((Gu)y, u) = (Gu, uy) = (Gu, u)y. (7.2.1)
Definicion 7.2.1. Sea G : H, — H,. Se dice que un sistema G es pasivo si existe § > 0 tal que

(Gu, uyy > —f, para todo u € H,, para todo N € Z*. (7.2.2)

'Aqui se introduce la notacién Gu, que es equivalente a G(g)u. Gu corresponde a sefial de salida del sistema G(g) con
entrada u.
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Lema 7.2.1. Si G es lineal, B puede ser considerado cero sin pérdida de generalidad [71)].

Demostracion. Sea G un sistema pasivo. Entonces, debe existir un § minimo, el cual se deno-
tard Bmm = 0, que satisfaga (7.2.2) para todo u € H,. Sea u € H, arbitrario y sea 1 < @ < oo.
Claramente au € H,, y por linealidad se tiene

(G(au), au)y = —fmm

@*(Gu, uyy > —Bumins

con lo cual se concluye que

(Gu,u)y > a‘;"“ > —Bunin. (7.2.3)

Definiendo B := @ 2Bmm, se ha encontrado un nuevo 8 minimo que satisface (7.2.2). Como a es
arbitrario y 8 > 0, basta considerar el caso 8 = 0. o

Ahora, se introduce una condicién equivalente para definir un sistema pasivo [69]:

Teorema 7.2.1. Sea G causal, lineal y asintéticamente estable, con respuesta a impulso {g};>o. G es
pasivo si y sélo si Re{G(e/?)} > 0, para todo w € [0, 2r).

Demostracion. La demostracion se basa en el siguiente desarrollo:

(@)
Re{(g * u, uyn} = (g * u,u)y = (g * u, un)

b
(=) (g * uy, un)
G(e’)Uy(e’)Pdw

Us

© L
2m
@ 1

f " Re{G (/W Uy (/) dw, (7.2.4)
21 J_x

donde se tiene (a) por (7.2.1)), (b) por causalidad de G, (c) por la relacién de Plancherel/teorema de
Parseval [39L[72], y (d) por aplicacién del operador Re{} a ambos lados de la ecuacién.
Dado que u# € H, es arbitrario, Uy (e/®) es arbitrario y por ende (g * u,uyy > 0 es equivalente a

Re{G(e/?)} > 0 por (7.2.4). ]

Observacion 7.2.1. Note que la estabilidad asintética es necesaria para la convergencia de la
integral dada por el teorema de Parseval, tal como se explica en [73]].

7.3. Caracterizacion de sistemas lineales pasivos

Una importante contribucidn a la teoria y caracteristicas de los sistemas pasivos y disipativos es
la propiedad de Kalman-Yakubovich-Popov, también llamado lema KYP o para el caso lineal, Posi-
tive Real Lemma. Este lema entrega condiciones necesarias y suficientes que describen un sistema
pasivo.

El lema que se describird a continuacion relaciona las condiciones que debe cumplir un sistema
pasivo, con funciones de transferencia reales positivas (positive real transfer functions). Para el caso
de interés en este trabajo, el caso discreto, el lema es propuesto en [74].
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Se considera el sistema discreto lineal e invariante en el tiempo dado por la representacién en
variables de estado

Xi+1 = AXk + Bllk (731)
Vi = Cxy + Duy. (7.3.2)

La funcion de transferencia asociada es
G(z)=C@EI-A)'B+D.

Se supone que el sistema descrito en (7.3.1)-(7.3.2)) es controlable y observableE]

Teorema 7.3.1. (Hitz y Anderson, 1969, caso SISO) [74|] Sea G(z) funcion de transferencia real
racional en z sin polos en |z| > 1y solo con polos simples en |z| = 1, y sea (A, B, C,D) una realiza-
cion ml’nimtﬂ de G(z). Si para (A, B, C, D) existe una matriz real, simétrica y positiva definida Py
matrices reales L'y W tal que

ATPA-P=-LLT (7.3.3)
ATPB=C" - LW (7.3.4)
wW'w =D +D")-B"PB, (7.3.5)

entonces la funcion de transferencia G(2) es real positiva discreta, es decir, satisface las condiciones
1. G(z) es analiticaen|z| > 1,y
2.G6(1)+G@=0enpl> 1.
3. Si G tiene polos simples en |z| = 1, el residuo asociado a cada polo simple es positivo.

Por otra parte, si G(2) es real positiva discreta, entonces para cualquier realizacion minima de G(z),
existe P > 0, L, W que satisfacen las condiciones (T33), (734) y (7.3.3).

Por el teorema del médulo méximo de variable compleja [45]] la condicién 2 del teorema anterior
es equivalente a

G(e )+ G(e/”) = 0 (7.3.6)

para todo w € [0, 27) tal que G(z) no tiene polos en |z| = 1 [74].

De esta forma, un sistema lineal, causal, pasivo y asint6ticamente estable tiene funcién de trans-
ferencia real racional G(z) que es real positiva discreta. Esto dado que es analitica en |z| > |pyaxl,
1 > |pmax| producto de que es asintéticamente estable, y se satisface por el Teorema|7.2.1

A su vez, una funcién de transferencia causal G(z) real positiva discreta y asintoticamente estable
proviene de un sistema pasivo tal como fue definido en (7.2.2)) con 8 = 0. Mds sobre esta equivalen-
cia se puede encontrar en [41]], donde se aclara que una propiedad de entrada-salida de un sistema

2Por controlable se refiere a si es posible obtener una secuencia {u;} tal que un estado x; arbitrario pueda conseguirse
a partir de cualquier estado inicial en un tiempo finito. Por otra parte, observable indica si es posible reconstruir el estado
inicial de un sistema a partir de un nimero finito de datos de entrada y salida [44].

3Una realizacién minima es una descripcion en variables de estado (A, B, C, D) que es controlable y observable [[75/76].
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pasivo es su real positividad. Es decir, un sistema pasivo es real positivo. Si ademads el sistema es
lineal, controlable y observable, ambos conceptos son equivalentes.

Existe bastante literatura respecto a funciones y sistemas reales positivos. El interés de estudiar
este tipo de sistemas, reside en las implicancias de éstos en la teoria de estabilidad, y los problemas
de pasividad relacionados con ellos. Un ejemplo de la motivacién detrds de este tema es que es
posible garantizar estabilidad robusta en un lazo cerrado de control dada una funcién de transferencia
de lazo cerrado adecuada, estrictamente real positiva [[77].

Propiedades relevantes de los sistemas reales positivos se detallan en [[78]. Se destacan algunas
de éstas en el siguiente lema.

Lema 7.3.1. Considérese una funcion de transferencia H(z) asintoticamente estable y de fase mini-
ma. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) La funcion de transferencia H(z) es real positiva.

(b) Izl 21 = |ZH(2)| < 5, donde LH(z) es el dngulo de la funcion de variable compleja H(z).

(c) % es real positiva.

(d) aH(z) es real positiva para todo @ € R*.
Ademds, la suma de dos funciones de transferencia H\(z) y H»(2) reales positivas es real positiva.

Demostracion. Sea H(z) una funcién de transferencia real positiva. Expresando H(z) en su forma
polar,
) by
Re{H(z2)} = Re{|H(2)le/" @} = |H(z)|cos(£H(z)) > 0 & [LH(2)| < > (7.3.7)

con lo cual se demuestra (a) <= (b). Nuevamente suponiendo que H(z) es una funcién de
transferencia real positiva,

1 T
A%' =|-/H@)| =|/H()| < 3 (7.3.8)

Es decir, (a) < (c). Por otra parte, (a) <= (d) es trivial pues un escalamiento real no afecta
la fase de H(z). Finalmente, sea H(z) la suma de H;(z) y H»(z). Notese que H(z) es asintdticamente

estable. Ademas,
Re{H(z)} = Re{H(2)} + Re{H,(2)} = 0, (7.3.9)

pues Re{H|(z2)} y Re{H»(z)} son mayor o igual a cero para todo valor de |z| = 1. m]

Ademéds de lo anterior, es posible establecer una relacidn entre las funciones reales positivas, y
las funciones reales acotadas. La funcion que relaciona ambos conceptos es la funcion de scattering
[73]]. La funcién de scattering de un sistema con funcién de transferencia H(z) esta dada por

S = H(z) -1

e (7.3.10)

Ast, se tiene el siguiente teorema [73]]:

Teorema 7.3.2. Considérese la funcion de transferencia en tiempo discreto H(z) sin polos en |z] > 1,
y la funcion de scattering dada por (1.3.10). Entonces, el sistema es pasivo si y sélo si |S (e/*)| < 1
para todo w € [0, 2n).
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Demostracion. Considérese el siguiente cdlculo:

|H(e™) = 1

IS (e/)? = TP (7.3.11)
_ |H(e™)|* — 2Re{H(e/*)} + 1 (73.12)
T |H(ei®)? + 2Re{H(e/®)} + 1 o
_ 4Re{H(e/)}
=1- He™ 7 1P (7.3.13)

Entonces, es claro que |S (e/“)| < 1 si y sélo si Re{H(e/*)} > 0. Dado que la funcién de transferencia
H(z) es asintdticamente estable, la condicién obtenida es necesaria y suficiente para que el sistema
dado por H(z) sea pasivo. O

El resultado anterior tiene directa relacion con las funciones de transferencia reales acotadas,
pues bajo las condiciones del teorema anteriormente demostrado, S (¢/“) es una funcién real acota-
da. Note ademads que la transformacién H(z) — S(z) es una transformacion de Mobius o transfor-
macién bilineal [79], por lo que es posible demostrar que las rectas Re{H(z)} = 6 > 0 se mapean a
circunferencias dentro del circulo unitario para S (z):

Lema 7.3.2. Las rectas Re{H(z)} = 6 > 0 se mapean a circunferencias de radio ﬁ y centro (%, 0)
para S (2).

Demostracion. Gracias a (7.3.10), se puede expresar H(z) como

S(@)+1
H(z) = . 7.3.14
@=1"g @ ( )
Entonces, evaluando la recta Re{H(z)} = 6 con § > O:
S@+DHA-S@)
Re{H(2)} =6 = Re{ }
(1=5S@)1 -5
1
=—— _Re{l - ISQP +Sk) - S~
TR efl - IS@I"+S5@) - S@)7}
_1-1S@P
I1-S@P
Descomponiendo S (z) en partes real e imaginaria, se obtiene la expresion
1 — Re{S (2)}* — Im{S (2)}*
_ efS (2)} i m{S (z)} . (7.3.15)
(1 = RefS(2)})* + Im{S (2)}
la cual se puede expresar como
(Re{S( ) - i)z fImS@P = —— (7.3.16)
DT AT "
que corresponde a una circunferencia de radio ﬁ y centro (1%, O). O

Con el Teorema[7.3.T|en conjunto con los lemas presentados en esta seccion, se ha obtenido una
relacién entre los sistemas lineales pasivos y estables con las funciones reales positivas. Lo anterior
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entrega una forma facil de caracterizar un sistema pasivo en tiempo discreto. Ahora, nos interesa
estudiar sistemas discretos que provienen de un sistema en tiempo continuo que se discretiza bajo
un método particular. En la préxima seccién se recopilan algunos resultados anteriormente obtenidos
en la literatura, en conjunto con nuevas perspectivas para abordar el tema presentado.

7.4. Pasividad por discretizacidn

Para tener una idea mads clara sobre la estructura de los sistemas lineales discretos pasivos, se
debe tener en consideracidn el efecto del muestreo sobre la propiedad de pasividad de un sistema.
Esto se estudia extensamente en esta seccion.

Si bien el tema de discretizacidén no pareciera a primera vista ser principal en la tesis presenta-
da, sus implicaciones son trascendentales en los alcances de los resultados obtenidos. Dado que la
imposicién de pasividad en este trabajo se hace en tiempo discreto, se deben distinguir dos posibles
casos en la practica:

= Caso 1: A partir de un sistema pasivo en tiempo continuo, se quiere forzar pasividad en la
estimacion en tiempo discreto.

= Caso 2: A partir de un sistema en tiempo continuo, al discretizar se sabe que corresponde a
un sistema pasivo en tiempo discreto.

Estos dos casos no son equivalentes ni excluyentes. El primer punto enfrenta la complicacién de la
pérdida de pasividad por discretizacion. Por otra parte, en el segundo caso el problema de discre-
tizacién se puede ignorar para efectos de identificacion, dado que en la estimacién por ETFE debe
forzarse pasividad en el modelo discreto, el cual ya se conoce pasivo. El caso 2 es el caso ideal para
estudiar imposicion de pasividad. Lamentablemente, es el menos comin, pues es normal estudiar en
primer lugar la pasividad en tiempo continuo, posiblemente a partir de las propiedades fisicas del
sistema, para luego discretizar. Es de interés en este trabajo entonces, tener en cuenta qué casos son
abarcables por el método, y en cudles tiene realmente sentido imponer pasividad en tiempo discreto.
Lo anterior entrega los alcances naturales de las estrategias propuestas en las secciones siguientes.

7.4.1. Preservacion de pasividad

Para analizar el primer caso, es esencial abordar bajo qué condiciones de discretizacion se puede
preservar la propiedad de pasividad. En este tema, hay bastante literatura asociada, como [80], [40],
[81] y [82]. En particular, [82] recopila algunas conclusiones en esta materia, sefialando que hay
algunos métodos de discretizacion que preservan pasividad, y otros que no.

Generalmente no se preserva pasividad bajo discretizacién. De hecho, en el muestreo exacto por
retenedor de orden cero no se preserva pasividad. Esto es grave para los propdsitos presentados en
este caso, dado que el muestreo por retenedor de orden cero es una de las formas mas comunes de
discretizar un sistema de tiempo continuo.

Un resultado de interés se da en [83]], el cual afirma que ningin sistema estrictamente propio
discretizado por retenedor de orden cero es pasivo en tiempo discreto. Es decir, los sistemas pasivos
en tiempo discreto tienen grado relativo 0. Este teorema se presenta como la extension del resultado
analogo en tiempo continuo: todo sistema estrictamente propio en tiempo continuo que es pasivo
(real positivo), tiene grado relativo 1.
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La afirmacién probada en [83]] y luego analizada en detalle en [|84]], puede comprenderse intuiti-
vamente. Si el sistema en tiempo continuo es estrictamente propio, es claro que lim,_,o G(jw) = 0.
Es decir, el diagrama de Nyquist de G(s) contiene al origen, punto que se encuentra en el limite
de la region de pasividad Re{G(jw)} > 0. Es natural pensar que producto de la discretizacion, el
muestreo empeora la aproximacion en alta frecuencia, haciendo que la respuesta en frecuencia del
sistema discretizado cerca de la frecuencia de Nyquist en general pierda fase, tal como se observa
en el ejemplo de la Figura[7.1] donde

s+0.7

G(s) =
() s2+07s+1

(7.4.1)

Bode Diagram
10 ———— —— ‘

G(jw)
Gq(e)

-10 7

20 1

Magnitude (dB)

-270 = - L I J
102 10 10° 10 10?
Frequency (rad/s)
Figura 7.1: Diagrama de Bode de un sistema de segundo orden en tiempo continuo (azul), y su
discretizacién por retenedor de orden cero (rojo).

Nétese que |[/G(jw)| < 7 y por ende el sistema G(s) es pasivo. Por esta misma justificacion, es
claro que el sistema discretizado resultante G4(e/“) no lo es.

Por otra parte, es facil notar intuitivamente la extensién de lo anterior para el caso de tiempo
continuo. Si se tiene un sistema con grado relativo d con d > 2, para w lo suficientemente grande
puede aproximarse el sistema como Ks™¢, lo cual para d > 2 tiene fase con valor absoluto mayor
que 3.

En resumen, se concluye que el tnico caso donde se puede preservar pasividad es cuando
lim,,—,c G(jw) = D # 0. Resultados para este caso se encuentran en [85], en donde se resalta que si
se tiene un sistema pasivo en tiempo continuo escrito en variables de estado con grado relativo cero,
siempre existira D < co que permita a través de discretizacién con retenedor de orden cero obtener
un sistema pasivo en tiempo discreto. Nuevamente esto tiene sentido, pues el valor D simplemente
desplaza el diagrama de Nyquist hacia la derecha, haciendo que eventualmente todo el diagrama se
encuentre en el semiplano derecho.
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Ademds de aumentar la ganancia instantdnea D, a continuacion se conjetura otro caso que pre-
serva pasividad a través de retenedor de orden cero. Se conjetura que si se tiene un sistema continuo
estable estrictamente pasivqﬂ existe un 77" tal que para todo 7’5 € (0, T"“¥), el sistema discretizado
por retenedor de orden cero entrega un sistema pasivo. Lo anterior s6lo puede obtenerse en sistemas
pasa altos pues en caso contrario, si G(s) — 0 cuando s — oo, el diagrama de Nyquist de G(s)
tiende al origen cuando w — oo, lo cual conduce a un sistema pasivo no estrictamente pasivo. Un
sistema estrictamente pasivo puede construirse ficilmente a partir de un sistema pasivo sumando una
constante positiva a la funcién de transferencia, la cual corre el diagrama de Nyquist a la derecha.

Considérese un ejemplo de lo anterior. Sea la funcién de transferencia

s+2

G(s) =0.01 + m

(7.4.2)

Esta funcién de transferencia en tiempo continuo es estrictamente pasiva, pues
Jjw+2

(jw+ D(jw +4)

Tw? + 8

=001+ ————>001>0 tod R.
+ D@ 16 > >0 paratodo w €

Re{G(jw)} = 0.01 + Re {

El periodo de muestreo de la discretizacion se escoge tal que la frecuencia de Nyquist sea al menos
10 veces mayor que la frecuencia del polo mds rapido de la planta. Es decir,

Vs T
40 < — T,<—=0. )
0< T = 10 0.079[s]

En la Figura [7.2] se grafican los diagramas de Nyquist para la discretizacién de G(s) ocupando
diferentes periodos de muestreo vélidos segtn el criterio descrito. Como se observa en la Figura[7.2]

(i) (if)

0.2 1 0.2
0.15 1 0.15
0.1f 1 0.1
] 2
é 0.05 é 0.05
> >
8 0 1 8 0
] £
j=2) (=2
T _ L T
£ 005 £ 005
0.1 1 -0.1
-0.15 1 -0.15
0.2 1 -0.2
-0.25 : -0.25 :
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Real Axis Real Axis

Figura 7.2: Diagramas de Nyquist para las funciones de transferencia continuas y obtenidas por
discretizacion con retentor de orden cero. (i) usando Ty = 0.07. (ii) usando T’y = 0.02.

al disminuir el periodo de muestreo la discretizacion por retentor de orden cero aproxima de mejor

4Por estrictamente pasivo, se refiere a que un sistema G(s) satisface, para algtin 6 > 0, Re{G(jw)} > ¢ para todo w € R.
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forma la figura del diagrama de Nyquist del sistema en tiempo continuo. Esto se ha estudiado en
diversos ejemplos, lo cual entrega indicios sobre la veracidad de la conjetura.

Lo discutido en esta seccidén lamentablemente limita las opciones de forzar pasividad. Bajo la
discretizacién con retenedor de orden cero, los sistemas pasivos que se deben considerar deben ser
bipropios para que el sistema en tiempo discreto sea pasivo. Esto claramente es un problema, debido
a que es bien sabido que los sistemas reales son pasa bajos. Sin embargo, es posible modelar siste-
mas reales como bipropios si se trabaja bajo cierto ancho de banda en donde el sistema se comporta
como pasa alto o pasa todo. Para estos casos, preservacion de pasividad a través de retenedor de
orden cero cobra sentido.

Hasta ahora se ha estudiado solamente la discretizacion por retenedor de orden cero. A través
del siguiente lema, se introduce una discretizacidon conocida que si preserva pasividad.

Lema 7.4.1. Si se considera la discretizacion ocupando transformacion bilineal, también llamada
transformacion de Tustin

§=—=—, (7.4.3)
la pasividad st se preserva.

Demostracion. Sea un sistema continuo lineal y pasivo con funcién de transferencia G(s). Por lo
tanto, G(s) satisface
Re{G(jw)} >0, paratodow €R. (7.4.4)

Sea G4(z) la funcion de transferencia discreta obtenida por la transformacion [7.4.3)). Se tiene

0
Re{G (e”?)} = Re {G( 2 Q)}

Ty el + 1
Y @8-t
=Re G| L —2—
Ty @2+e7/2)
2
2 (6
=Re{G(ZLun(5))t 20 745
{ofF (3l 049
donde se tiene la ultima desigualdad por (7.4.4). Como 6 es arbitrario, el diagrama de Nyquist de
G,(z) se encuentra en el semiplano derecho cerrado en z, concluyéndose que G,4(z) es pasivo. O

Observacion 7.4.1. A partir del mismo andlisis del Lema la forma del diagrama de Nyquist
de la funcion de transferencia discretizada por Tustin es equivalente a la del diagrama de Nyquist
del sistema de tiempo continuo.

Veamos un ejemplo de lo anterior. Sea una funcién de transferencia en tiempo continuo

s+a

G(s) = ——, (7.4.6)
sc+as+1
con a > 0. Esta funcién de transferencia estable es pasiva dado que
. _ jw +a _ a
Re{G(jw)} = Re{_w2 P 1} S Ao+ o >0, paratodow €R. (7.4.7)
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Escogiendo a modo de ejemplo a = 0.7, se grafica el diagrama de Nyquist de G(s) en la Figura[7.3]

Diagrama de Nyquist del sistema G(s)
1.5 T T T T T

05

Imaginary Axis
<

051

15 i . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Real Axis

Figura 7.3: Diagrama de Nyquist del sistema pasivo G(s) en Ecuacién cona =0.7.

Claramente, el ejemplo dado satisface las propiedades de pasividad. Ahora, discretizando este
modelo con retenedor de orden cero [44]], y luego por Tustin (7.4.3), ambos con periodo de muestreo
T, = 0.3, se obtienen las funciones de transferencia Hzop(z) y Hr,s(z) respectivamente:

0.8653z — 0.4022 Hy(2) = 0.4219z%2 + 0.2188z — 0.2031
22 -0.8349z + 04966 T T2 09375z + 0.5625
Los diagramas de Nyquist de Hzop(z) y Hrus(z) se encuentran en la Figura[7:4] En la Figura [7.4]

Hzon(z) = (7.4.8)

) (ii)
15 T T T T 15 T T

A / ) . / Vw
K ‘i K : | )
v -0.5 . -0.5 ‘ \_/\
)T\

-15 -1.5
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Real Axis Real Axis

Imaginary Axis
o

Imaginary Axis
o

Figura 7.4: Diagramas de Nyquist para las funciones de transferencia obtenidas por discretizacion.
(1) Discretizacién usando retenedor de orden cero. (ii) Discretizacién por Tustin.

se puede apreciar que mientras que Tustin consigue un modelo que preserva pasividad, la discre-
tizacién por retenedor de orden cero no lo preserva. En linea con lo discutido en la seccién [7.4]
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esto puede implicar complicaciones al forzar pasividad en sistemas de tiempo discreto provenientes
por discretizacién con retenedor de orden cero, pues la pasividad obtenida en tiempo discreto no
necesariamente se prolonga a su equivalente en tiempo continuo.

En resumen, se puede obtener un sistema pasivo en tiempo discreto a partir de

= la discretizacion por retenedor de orden cero de un sistema pasivo con grado relativo cero y
ganancia de paso directo suficientemente grande, o

= la discretizacién por retenedor de orden cero de un sistema estrictamente pasivo con un tiempo
de muestreo suficientemente pequeiio.

= la discretizacién por Tustin de un sistema pasivo en tiempo continuo.

Es claro que las limitaciones en imposicion de pasividad son bastante mas grandes que lo ante-
riormente estudiado con causalidad, debido a que tiene sentido imponer esta condicion solamente
en casos bastante especificos. Una conclusion importante de esta seccién, es que no tiene mayor
sentido imponer pasividad a practicamente todos los sistemas modelados como pasabajos con rete-
nedor de orden cero, dado que éstos si bien pueden ser pasivos en tiempo continuo, no lo son en
tiempo discreto y por ende imponer esta condicién es forzar propiedades falsas sobre la estimacion
requerida en tiempo discreto.

7.5. Ejemplos de sistemas pasivos simples

A continuacién se dardn ejemplos de sistemas pasivos de tiempo discreto de primer y segundo
orden. Estos se supone que han sido discretizados de forma conveniente.

Ejemplo 7.5.1. Se considera una funcion de transferencia

Hi(2) = ——, (7.5.1)
Z—a
con |a| < 1. Este sistema es pasivo, pues
» elY(—a + e~ v) 1 — acos(w)
Re{H(e’“)} =R . . = >0 VYweR, 7.5.2
eti (™) ¢ { (—a+e/®)(—a+ e/‘”)} a?—2acos(w)+1 — @ ( )

dado que lacos(w)| < 1 paratodo w € R. El diagrama de Nyquist que comprueba pasividad se
muestra en la Figura[7.3]

Notese que el sistema dado en (7.5.1) es de primer orden y grado relativo cero, en linea con lo
discutido en la Secci6n [7.4] Una observacion interesante se da en el siguiente lema.

Lema 7.5.1. El sistema (7.5.1) con posibles retardos, es decir, el sistema

Hi@)=—, teN, (15.3)
Z—a

no es pasivo para ningtin valor de T € Nj.
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Diagrama de Nyquist de H;(z)
T T

0.8 T

0.4

0.2
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Figura 7.5: Diagrama de Nyquist del sistema pasivo H;(z) dado por (7.5.1), con a = 0.5.

Demostracion. Obteniendo la parte real de H; (e/),

Re(H, (/) = Re{ e }

el —a
—jo(t+1) _ —jwt
Re e ae
a? —2acos(w) + 1
cos(w(t + 1)) — acos(wT)

= . 7.54
a? —2acos(w) + 1 ( )
Es posible notar que para w = Z5, el numerador de (7.5.4) es negativo:
cos(m) — acos( T ) <-1+la| <0, (7.5.5)
T+1
donde se ha ocupado la desigualdad triangular [86], y el supuesto que |a| < 1. O

Para sistemas de segundo orden, establecer condiciones necesarias y suficientes sobre los polos
o ceros de H(z) no es trivial. Para lo propuesto, sélo se considerard una condicién suficiente para
pasividad.

Lema 7.5.2. Considérese una funcion de transferencia de segundo orden

2(z—c¢)

HZ(Z) = m7

(7.5.6)

donde a,b y c¢ son niimeros reales con modulo menor a uno. Si a < ¢ < b, entonces H,(z) es un
sistema pasivo.

Demostracion. Se puede escribir H,(z) como

a-c\ z b-c\ z
Hz<z)_(a—b)z—a +(b—a)z—b' (7.57
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. a—c b—c s 4 :
Como las fracciones ¢=; y == son mayores que cero por hipdtesis, los sumandos de (7.5.7) son am-
bos funciones de transferencia pasivas. Por las propiedades (b) y (c) de las funciones reales positivas,
se obtiene que H»(z) debe ser un sistema pasivo. O

Se considera un ejemplo del lema anterior.

Ejemplo 7.5.2. Sea la funcion de transferencia en tiempo discreto
2(z—0.7)
(z=-0.1)(z—-0.9)°

Esta funcion de transferencia satisface las condiciones del Lema (1.5.2) y por ende es un sistema
pasivo en tiempo discreto. Esto se puede confirmar observando el diagrama de Nyquist de Hy(2), el

Hy(2) = (7.5.8)

cual se muestra en la Figura[7.6]

Diagrama de Nyquist de Hy(z)
15 T T T T

051 1

Imaginary Axis
o
t
i

05 1

15 I i I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Real Axis

Figura 7.6: Diagrama de Nyquist del sistema pasivo Hx(z) en la Ecuacién (7.5.8).

7.6. Pasividad: analisis del estimador ETFE

En esta seccidon se hara un analisis del estimador ETFE en el dominio de la frecuencia, con
el propdsito de relacionar los resultados obtenidos con los conceptos de pasividad anteriormente
estudiados.

Se estudia el siguiente sistema de tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo

v =Go@u +v, t=1,...,N,

donde {v,} es un proceso de ruido blanco de media cero y varianza 0%, y donde se supone Go(q)
asintéticamente estable. Sujeto a condiciones iniciales iguales a cero, se obtiene el estimador ETFE
como

Ya(e®)  GY(e/)Un(e/) + My(e’) + Vy(e/®)

Un(ei) ~ Un(ei)

G(e') =
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My (e) + Vy(e™)
Un(e/?)

= GY (/) + , (7.6.1)
donde G})(e/?) y My(e’*) se encuentran definidos en (3:2.3). Durante las préximas subsecciones,
se estudiardn formas de expresar la parte real de G(e/“) pues es la que tiene directa relacién con
la pasividad del estimador. Con esto, se espera conocer mds sobre sus propiedades de media y
covarianza.

7.6.1. Primer analisis de Re{G(e/*)}
Por (3.2.20), se puede expresar el estimador ETFE como

oo N
G(e/®) = Gy(e™) + Z Z(mk +vp)a_ge
t=—00 k=1
Por lo tanto, aplicando el operador parte real, se obtiene

00

Re{G(e/)} = Re{Go(e/)) + Z Z(mk + Vg cOs(wr). (7.6.2)

—o0 k=1
Para el estudio de la respuesta en frecuencia, es comtn considerar sélo N puntos de ésta, al deter-
minar la ETFE como cociente de la DFT (Discrete Fourier Transform, [39]]) entre la salida, y la en-
trada. Entonces, se estudiara la discretizacion de la estimacion con w = %, conp={0,1,...,N—1}.

Se estudian a continuacién las propiedades de media y covarianza de la parte real de la respuesta
en frecuencia estimada por ETFE.

= Media:
2p S 2np
{Re(G(e ™)) {Re{Go<e‘~ N+ YD e+ voa kcos(T)}
t=—00 k=1

2 I 2npt I 2npt
=Re{Go(eN)}+Zkaa,_kcos( )+ZZEvka,kcos( N )

r=—c0 k=1 o0 k=1

{Go(e ™)} + Z kaaf kCOS(Z?;ft)
r==c0 k=1

donde la secuencia {y} satisface (3.2.19).

= Matriz de covarianza: Se sabe que el error de estimacion estd dado por

e, = Re{G(e' ™)} — E{Re{C(e V" )}} = Z kaa', kcos(zn t)

t=—00 k=1

parap =0,1,. — 1. Sin embargo, por paridad sélo es de utilidad estimar los valores de

N 2rpt\ _ 2np(nN+t)
la respuesta en frecuen01a desde p = 0 hasta p = 5. Notando que cos( ) = cos (T)
para n entero, se puede escribir e, como

e 2mpt
= O itk COS(TP). (1.6.3)

=0 n=—00 k=1
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Ahora, si se supone que @ decae a cero para valores de k grandes, se puede aproximar
si se consideran solamente los primeros 2p + 1 términos centrales de {a;}:

ZN: COS 27Tpt
Vi@, -
— k&EnN+1—k N

t=0 n=—p k
N-1 N
k=

N-1 p

Q

€p

Z Vk Z pN+1—k COS (%) s

t=0 1 n=-—p

donde p € N.

Para obtener la matriz de covarianza de los errores de estimacion de la respuesta en frecuencia,
se puede escribir el error en forma matricial como

e =SAv, (7.6.4)
con
€0
el
e=| .|, (7.6.5)
ey
2

donde S es una matriz de dimensiones (%’ + 1) X N con elementos dados por

2n(i— (k-1
[STix = cos(w), (1.6.6)
N
y donde A es una matriz de Toeplitz de dimensiones N X N cuyos elementos son
P
(Al = D @votvicke k=L N, (7.6.7)
n=-p
Asi, se obtiene la aproximacidén de la matriz de covarianza cov(e)

cov(e) ~ E{SAvv/ ATST} = SAE{vv/JATST = o?>SAATST. (7.6.8)

Lamentablemente, si se quisiera determinar la matriz cov(e) de forma exacta, se requieren
potencialmente infinitos coeficientes de la serie de Laurent de zV(Uy(z))~!, lo cual en general
no es posible calcular con herramientas de software. Si bien se considera valida esta forma de
obtener cov(e), se estudia a continuaciéon un método alternativo para determinar esta matriz,
ahora sin truncamientos.

7.6.2. Segundo analisis de Re{G(e/*))

Se considera en este caso la ecuacién (7.6.1). Dado que interesa conocer la parte real del estima-
- 2
dor ETFE, por (7.6.1)), haciendo w = =, se puede expresar

i27p 2mp
A 21 2p Mn(el ¥ Vi(el 2
Re(G(e/ ¥)) = Re{Go(esz)+ Mye’™) )} +Re{—N(e )}

Un(e ) Un(e/ ™)



7.6. PASIVIDAD: ANALISIS DEL ESTIMADOR ETFE 101

~ Re {Go(eﬁ;”) . M} +Re {VN(e] V)UnEY )} (7.6.9)

2np -2np

Un(e!v) |Un(e/ )I2

.2mp N N
2mp M mtp 2n1p
= Re{Go(e! V) + e zf,) + Z 7 Z”’eﬂT :
Un(e/™) |UN(e]7)|2

k= t=1

e . 2np
Notese que al hacer el cambio de variable r = N — ¢ + 1, es posible escribir U y(e’ T’) como

N
. 1 27r1p W=y
Un(e™) = T E Z“N re1€’ N

N t=1
2w N

e’ N 2

= Z UN—r+1€ 7V
VN r=1

Para facilitar el cdlculo, se define i, = uy_r+1,¢t = 1,2,..., N periddica de periodo N. Asi, por la
propiedad de convolucién periddica de la DFT [39], se tiene

2np N N
Onp — 27p el N 2rkp 27rp
VNV )YUn(e? V) = Z Ve /N E el N
k=1

N N
1 2 2m(K— p
= DD Ve € (7.6.10)

Entonces, reemplazando (7.6.10) en (7.6.9),

A i27p 2np MN(ejz%) 1 1 NN 27r(k Dp
Re{G(e/ )} = Re { Go(e! ¥) + S —Red— >N vty pemire
UnE@™) ] UnETE N &

iR 1 VoY 2k — 1
= Re{Go(e! 7) + Myee m) + szmuN_k+m+1COS(u).
Un(@¥) ] NIUy(el )P N

k=1 m=1
(7.6.11)

La clara ventaja que tiene la representacién en (7.6.11)) en comparacién con (7.6.2), es que no re-
quiere de los coeficientes a; dados por la serie de Laurent de z¥(Uy(z))~'. Este célculo se ve re-
emplazado por el cdlculo del médulo al cuadrado de Uy (e %), lo cual es fécil de implementar por
software como MATLAB. Nétese que la sefal u; se debe considerar periddica de periodo N. Esto
se hace Unicamente para facilitar los cdlculos asociados, y no tiene relacion con periodicidad de la
entrada al sistema real.

1 m=1

Ya obtenido el desarrollo de Re{G(e/ 2”Tp)} que se buscaba, nuevamente se analiza la media y
A . 27
covarianza de Re{G(e/ ¥ )}, esta vez con la expresién dada por (7.6.11).

= Media:

2mp N N

o o a My(e! 1 2k — 1
E(Re(G(e )]} = E{Re | Go(e/ ) + M@ L, —— > > Valin- k+m+1cos(u)
Un(e/®) ) NIUNE TP £ N

1 m=1
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27p

i Wi 2k — 1
= Re {Go(ejzlv) + (e o )} Z Z E Vm UN—k+m+1 COS (”(—)p
UN(ef N ) N|UN(€j 0 | s

. 21p

UN(e’ v)

Recuérdese que bajo suposiciones razonables, dadas en la seccmn. 2l el modulo de M N(ef )
tiende a cero a medida que N — oo, y por lo tanto, la parte real de Gl ™ ¥ *) es un estimador
asint6ticamente no sesgado.

Sin embargo, se debe notar que para N finito en promedio las estimaciones se encontraran ses-

M
Lm,) Este término puede provocar que la estimacion de la respuesta
Un(e’ ™)

en frecuencia en media no sea pasiva, pese a que las estimaciones provengan de un sistema
pasivo en tiempo discreto. Esto se observard en la seccidn siguiente en simulacion.

gadas por el término

Matriz de covarianza: El error de estimacién estd dado por

2 8 VI 2n(k - 1)p
= Re{G(e'™ )} — ERe{G(e T )}} = Nkt cos(—),
€p e N|UN(eJ N )|2 kz:; Z;V UN—k 1 N
(7.6.12)

donde p=0,1,..., g Para obtener la matriz de covarianza de los errores de estimacién de la
respuesta en frecuencia, se puede escribir el error en forma matricial como

1
e= Ndiag(IUNI’z)SV, (7.6.13)

con ey S descritos en (7.6.3) y (7.6.6) respectivamente y diag(|Uy|™>) matriz diagonal de

ﬂ(A 1)

tamafio (1 + &) x (1 + &) formada por los elementos diag(|lUy|)ix = [Un(e/™~ )%, k =
1,2,...,% + 1. Por otra parte, V es un vector con elementos dados por
Vo= — Z Vol —kims1s  k=1,2,...,N. (7.6.14)
m 1
Este vector también se puede expresar convenientemente como
vV =Wy, (7.6.15)

donde v se encuentra definido en (3.3.4), y W es una matriz circulante [87]] con vector gene-
rador u, parat = 1,2,..., N, es decir

e ki
(Wi = {7 ' (7.6.16)
Unik-iv1>, k<.

Asi, se obtiene la matriz de covarianza cov(e) como

1
cov(e) = E{ee’} = ﬁdiag(lUNl‘z)SWE{va}WTSTdiag(IUNl‘Z)

N

|
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2
= T3diag(Uy| )SWW'S diag((Up| ). 7.6.17)

De esta forma se ha obtenido la expresion exacta de la matriz de covarianza del estimador de
. A 2
la parte real de la respuesta en frecuencia G(e ' ).

Un resultado de interés se puede desprender de (7.6.17). Si la secuencia de entrada i, corresponde a
una realizacién de un ruido blanco independiente de v;, el periodograma |Uy (e’ ¥ )I> es una funcién
errdtica que en promedio se asemeja a ¢,(w). Si se supone que ¢,(w) = 02, la matriz formada por la
secuencia de entrada WW? tiene elementos aproximadamente dados por

N

T
(WW?3), = Z UN =i TUN+1—k+1
=1

~ NR,(i — k)
~ No26(i — k). (7.6.18)

Entonces, para N grande, WW? es aproximadamente diagonal. Por otra parte, La matriz SS” tiene
elementos

N .
(ST = ; cos (2ﬂ(l — ]lv)(l — 1)) cos (2ﬂ(k _]11)(1 — 1))

1 N( (271(1 k)(l—l)) (27r(i+k—2)(l—l)))
:EZ _— COS N

=1

1 N 2 j(i-k)(I-1) N 27r/(1+1< 23-1)
ERe Z e~ N+ Z e
=1 =1
1
5 e {N6(i —k)+ No(i + k —2)}
N
5 BG—-k)+o6(i+k—-2)). (7.6.19)

Como i,k > 1, el calculo en indica que SST es diagonal. Tiene términos %’ en su diagonal,
salvo el primer término de la matriz, que vale N. Este resultado también se puede justificar consi-
derando la matriz S de forma similar a la matriz de transformada de cosenos discreta (DCT) [88]],
sabiendo que la matriz de esta transformacion es ortogonal.

Entonces, como WW tiende a una matriz diagonal, SWW’S” también seri casi diagonal para
N grande, y por lo tanto cov(e) tiende a una matriz diagonal. Es decir, para las condiciones presen-
tadas, las estimaciones de la parte real de Go(e/“) son no correlacionadas. Esto concuerda con la
intuicién, dado que es sabido que bajo suposiciones similares a las dadas, los puntos de la respuesta
en frecuencia estimados por ETFE estan asintéticamente no correlacionados [4]. Néotese ademds que
el factor # en cov(e) se cancela con las ganancias dadas por la diagonal de SWW7 S, 1a cual es del
orden N2. Asi, es posible concluir un resultado ya conocido: a medida que N — oo, las varianzas de
los términos estimados no tienden a cero. Es decir, Re{é(e%)} es un estimador no consistente.
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7.7. ETFE Pasivo

El propdsito de esta seccidén es estimar

[ Re{G(®)} | [ Im{G(e")} ]
G = Re{G} + j/Im{G} 2 |Re{G(e/F)}| + j|Im{C(e/ T} | (7.7.1)
| Re{G(e/)} | | Im{G(e/™)} |

sabiendo que la respuesta en frecuencia discreta Go(e/“) proviene de un sistema discreto pasivo.
Dado que la pasividad unicamente depende de la parte real de la respuesta en frecuencia, se debe
forzar condiciones sobre Re{G}.

Se recuerda que, de acuerdo con lo discutido en la Seccién s6lo tiene sentido plantearse
este problema si el sistema continuo pasivo discretizado por retenedor de orden cero es un sistema
bipropio con ganancia de paso directo lo suficientemente grande, o si se estd imponiendo una fre-
cuencia de muestreo lo suficientemente alta, o si el sistema de tiempo continuo pasivo se discretiza

por Tustin.

7.7.1. Pasividad por truncamiento y blanqueo

Naturalmente, la primera opcién para estimar G pasivo consiste en simplemente hacer cero aque-

PN

llos valores de Re{G}, obtenidos con ETFE, que son menores que cero:

3 3 5 0 0 R .
G =Re{G} + j/Im{G} = J! b | Qpeitiop JRe{G} + jIm{G}, (1.7.2)
0(%+l—p)><p ‘ I¥+l—p

PN

donde p es la cantidad de valores de la estimaciéon de Re{G} que son menores que cero, y J es
una matriz de permutacion tal que los primeros p elementos del vector JRe{G} sean negativos. Lo
anterior también se puede expresar como

G = mdx (0,Re(G}) + jim(G}, (7.7.3)
donde el maximo se aplica elemento a elemento.

De por si este método debiera entregar mejores resultados para los casos considerados. Se sabe
que el diagrama de Nyquist de un sistema discreto pasivo debe estar en el semiplano derecho. Por
ende, cualquier valor negativo en la parte real de un punto estimado de la respuesta en frecuencia
naturalmente se puede aproximar de mejor forma a su valor real con el valor cero.

Note que, como sucede con todas las funciones de probabilidad construidas con el operador
madx, forzar a cero los datos negativos trunca la funcién de densidad de probabilidad asociada con
cada elemento, haciendo que la media de cada término de este nuevo estimador aumente. Es decir,
el estimador (7.7.2)) es sesgado.

A continuacién se estudia un ejemplo basico de este método. Considérese la estructura output
error descrita en (3:2.1), con varianza de ruido blanco o> = 0.05. Sea la funcién de transferencia en
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tiempo discreto

q(q—0.7)
(g—0.95)(g—-0.8)

Go(g) =

Con N = 500, se aplica ETFE para obtener la respuesta en frecuencia estimada. Con ésta, se obtiene
el estimador dado por (7.7.2), y se grafican los resultados en los dominios de tiempo y frecuencia en

la Figura[7.7]

Respuestas a impulso go(t), §(t) y g,(t) N L

1.2 Respuestas en frecuencia Go(e/”), G(e/*) y Gp(e? ™ )
} 20
1l
08r 151
R
061 é
2
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04r £
o
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0.2 : : 0
0 50 100 150
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Figura 7.7: Izquierda: respuesta a impulso verdadera (verde), estimada por ETFE tradicional (azul),
y estimada por ETFE pasivo (rojo). Derecha: respuesta en frecuencia verdadera (verde), estimada
por ETFE tradicional (azul), y estimada por ETFE pasivo (rojo).

En esta realizacién, la imposicién de pasividad acerca mas de 30 puntos de la respuesta en
frecuencia estimada a cero, logrando ligeras mejoras en tiempo y por supuesto en frecuencia.

Ademas de notarse en forma empirica que el estimador pasivo se acerca mds a los valores es-
perados por la respuesta en frecuencia, es posible mostrar a través de un andlisis de Monte Carlo
que la estimacién por ETFE pasivo tiende a correr los datos hacia la derecha. A modo de ejemplo,
se consideran 1000 simulaciones de Monte Carlo con N = 2000 para reducir el efecto de My(e/?),
término que también provoca sesgo pero que tiende a cero a medida que N — oo. En la Figura
[7.8] se grafican las respuestas en frecuencia promediadas en 1000 experimentos, en conjunto con
la respuesta en frecuencia verdadera. Como se aprecia en la Figura la respuesta en frecuencia
sin imposicién de pasividad es en promedio no pasiva. Como se ha discutido anteriormente, esto
es producto del efecto de M(e/?), el cual puede provocar que el estimador ETFE en media sea no
pasivo.

El efecto del sesgo producto del operador méx se observa mds claramente en la Figura[7.9]
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- 2mp ~ s 2mp

Respuestas en frecuencia G[)(ej'“")7 C(eJT) y Gp(e! ™)
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Figura 7.8: Respuestas en frecuencia verdadera (verde), promedio de las estimaciones por ETFE
tradicional (azul), y promedio por ETFE pasivo (10jo).

Partes reales de é(ejq%) y ép(ejz%)
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Re{G(e’ 7))
2k Re{G, (¢ ¥)}| -

Figura 7.9: Promedio de las estimaciones de la parte real de la respuesta en frecuencia por ETFE
tradicional (azul), y por ETFE pasivo (rojo).

Los errores cuadraticos medios para este caso, son los siguientes:
MSEg, g = 4.05x 10*,  MSEg, , = 2.00 x 10%,

lo que equivale a una reduccién de aproximadamente 51 % del error cuadratico medio asociado a la
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parte real del estimador ETFE en el dominio de la frecuencia.

La pregunta que nace a partir de los andlisis anteriores es, al igual que el problema de causalidad,
si existe un mejor método para forzar pasividad. Una idea es considerar el proceso de blanqueo hecho
en causalidad, y aplicando de esta misma forma a este problema. Es decir, se puede considerar el
siguiente estimador

3 0o |0 v, . .
G,=J'C b | O C'JRe(G} + jIm{G}, (7.7.4)
0(¥+17p)><p ‘ I%lfp

donde C es la matriz de factorizacién de Cholesky de la matriz de covarianza, determinada en la
Seccién Por desgracia, a diferencia del problema de causalidad, se ha mostrado en la Seccién
que los puntos de la parte real de la respuesta en frecuencia estimada son asintéticamente no
correlacionados con una realizacién de ruido blanco en la entrada. Dado que éste es el escenario
comun en identificacién, se puede afirmar que el estimador no entrega mejoras con respecto
al estimador presentado en (7.7.2). Esto tiene sentido, porque la restriccién de pasividad de un punto
no entrega mayor informacién sobre los valores estimados en los restantes, dado que no hay una
relacion estadistica entre ellos.

En resumen, dado que los elementos de la respuesta en frecuencia no estan correlacionados entre
si, las técnicas anteriores dan lugar a practicamente el mismo estimador G ,.

7.7.2. Tratamiento con teoria de outliers

Aparte del estimador (7.7.2)), es posible mejorar heuristicamente el estimador forzando pasividad
a través del tratamiento de los valores negativos como outliers. Se sabe que por argumentos de
continuidad, frecuencias cercanas deberian tener estimaciones cercanas entre si. Libros enteros se
han dedicado a revisar esta materia relacionada con pérdida de datos en experimentos estadisticos y
cémo solucionar los problemas asociados [89,(90]. Existen diversas opciones dadas en la literatura
para en este caso reemplazar los valores negativos de la parte real de la respuesta en frecuencia. Sin
animos de explorar todas las opciones debido a la vasta cantidad de métodos posibles, a continuacién
se mencionan algunos métodos comunes que fuerzan pasividad en una estimacion:

= Reemplazo por media: La técnica mds simple en este caso, es reemplazar el valor negativo por
la media de los valores en frecuencias contiguas que sean positivos. Tal como varias de las
estrategias planteadas en esta seccidn, incluso puede empeorar la estimacion inicial si existen
muchos valores negativos estimados de forma consecutiva.

= Reemplazo con mediana: Siguiendo una idea similar a la del filtro de Hampel [91,/92], por
cada outlier se considera una ventana de largo m, y se reemplaza el valor negativo por la
mediana de los m datos no negativos en las frecuencias vecinas.

= Interpolacién: Dada una cantidad de datos cercanos al (los) outlier(s), se forma un polinomio
interpolador con los datos positivos, y se reemplaza en el polinomio interpolador la frecuencia
donde se tiene(n) el (los) outlier(s) para encontrar una aproximacion razonable. El mecanismo
planteado no asegura a priori un reemplazo no negativo, por ende, debe forzarse a posteriori
o bien adecuar el orden del polinomio interpolador.



108 CAP{TULO 7. IMPOSICION DE PASIVIDAD EN ETFE

Como es sabido, este método es una extension al tratamiento con la media. Su uso puede
tener mds sentido si hay una cantidad no menor de valores negativos de forma consecutiva, y
formando un polinomio de orden considerable para aproximarse al diagrama de Nyquist real,
continuo en el dominio de la frecuencia.

= Métodos de regresion: Dados los datos cercanos a cada outlier, o en un cierto intervalo donde
éstos se encuentren, se puede aplicar cuadrados minimos con los datos positivos para obtener
una prediccion de los datos no considerados a través de un polinomio predictor. Esto tampoco
asegura a priori un reemplazo no negativo, pero se puede manipular de la misma forma que la
proposicién anterior.

La ventaja de este método en conjunto con el de interpolacidn, es que se aprovecha de mejor
forma la relacién grafica que tiene cada punto de la respuesta en frecuencia. Por supuesto,
esto se logra con mayor trabajo computacional, lo que es poco razonable para los propdsitos
ultimos de la estimacion no paramétrica estudiada.

» Eliminacién: La forma menos recomendada consiste en simplemente eliminar los datos ne-
gativos, sin reemplazar por otros. Esto puede tener un efecto visual en frecuencia, pero los
efectos de eliminar al momento de estimar la respuesta a impulso son negativos, pues la inica
forma razonable de trabajar este caso, es haciendo el reemplazo formal del dato errado con un
valor cero. Esto ciertamente no refleja de forma cercana el valor verdadero de la respuesta en
frecuencia y por ende, la estimacién en el tiempo es imprecisa.

7.8. Conclusiones

En este capitulo se ha discutido en detalle el concepto de pasividad aplicado a sistemas lineales
continuos y discretos, con el objetivo de imponer las propiedades de los sistemas pasivos a la esti-
macion obtenida por ETFE. Ademas de caracterizar la propiedad de pasividad para sistemas lineales
estables invariantes en el tiempo, se ha determinado que los sistemas en tiempo discreto que son
pasivos deben provenir de sistemas pasivos bipropios en tiempo continuo con suficiente ganancia de
paso directo, o con un tiempo de muestreo suficientemente pequefio, o por la discretizacioén de Tus-
tin de un sistema pasivo en tiempo continuo. Sin duda esto limita el alcance de la teoria presentada,
pues a diferencia de la imposicién de causalidad, pasividad es un concepto aplicable en casos muy
particulares de sistemas reales, y su preservacion a través de discretizacién es una muestra clara de
las dificultades que este concepto conlleva.

En cuanto a la imposicion de pasividad, se ha notado que la técnica a través de blanqueamien-
to entrega practicamente los mismos resultados que el estimador que trunca los valores negativos
de Re{G}, pues bajo suposiciones razonables los elementos de la respuesta en frecuencia estimada
por ETFE son no correlacionados entre si. La técnica desarrollada con el reemplazo a valores cero
permite obtener un estimador que impone pasividad, a cambio de perder en sesgo. Finalmente, se
han revisado otras técnicas para imponer pasividad bajo la teoria de outliers. Si bien no se conside-
ran estos tratamientos como una solucién definitiva al problema, se establece un marco de trabajo
alternativo para abordar la restriccién de pasividad en la teoria de estimacién no paramétrica con
ETFE.



Capitulo 8

CONCLUSIONES

Este capitulo presenta un resumen de los resultados mas importantes de esta tesis. En cada
capitulo se consideraron conclusiones particulares, razén por la cual en este capitulo se resaltaran
aspectos generales en relacion al trabajo realizado, mds que detalles encontrados a finales de ca-
da capitulo anterior. Se entrega, ademds de una discusion general del trabajo, un resumen de las
contribuciones principales por cada capitulo y algunas ideas para trabajo futuro.

8.1. Discusién general de los resultados

Pese a que existe mucha investigacion actual sobre métodos paramétricos de identificacién de
sistemas, el campo de métodos no paramétricos sigue en progreso debido a que para obtener un mo-
delo paramétrico se necesita tener ideas sobre el orden del sistema, sus posibles retardos, y dinami-
cas. El trabajo de tesis se ha planteado bajo el contexto de mejoras sobre el método no paramétrico
denominado andlisis espectral, enfocdndose particularmente en el estimador ETFE.

Los resultados obtenidos muestran que es posible imponer causalidad y pasividad sobre el es-
timador ETFE. En cuanto a la imposicioén de causalidad, se ha concluido que el trabajo con DTFT
muestra las no causalidades producidas por la secuencia de entrada, y que es posible remediarlas
con la construccion de un estimador lineal que no sélo fuerza causalidad, sino que ademas minimiza
la matriz de covarianza del estimador dentro de una amplia clase de estimadores lineales. El calculo
de la matriz de covarianza de la estimacion de la respuesta a impulso por ETFE resulta esencial para
la obtencidn de este estimador.

Diversos casos han sido planteados y abordados con éxito en esta materia. Se ha incluido el
efecto de las condiciones iniciales, propuesto un estimador causal para estructuras generales, y se ha
obtenido un estimador causal con ETFE suavizado, es decir, con la inclusion de ventanas no rectan-
gulares para estimar las densidades espectrales de potencia. Para todos estos casos se ha demostrado
la existencia del estimador lineal 6ptimo dentro de una clase amplia de estimadores lineales en cuan-
to minimiza la matriz de covarianza de la estimacidn causal, y se han probado los resultados a través
de simulacién con diversos sistemas. Las ganancias en varianza son considerables para todas las
configuraciones presentadas y estudiadas. Por supuesto, en la inclusién de ventanas se observa me-
nor ganancia que en los casos restantes, producto que las estimaciones ya encuentran reducidas sus
varianzas por el enventanado.

Por otra parte, la imposicion de pasividad en el estimador es conceptualmente un tema mas dificil
de abordar, en cuanto a que si bien se conoce cudl es la restriccién que debe cumplir la respuesta
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en frecuencia estimada, no se sabe a priori cuales son los valores de la respuesta en frecuencia
que deben llevarse a cero. Ademds, el conjunto de sistemas pasivos en tiempo continuo que tienen
discretizacién pasiva por retenedor de orden cero es bastante reducido. Las aplicaciones por ende,
no son tan directas como lo es el problema de causalidad. Para estos casos se han determinado varias
opciones que fuerzan pasividad en la estimacién y por ende, empiricamente son mas cercanas a los
valores reales estimados.

El trabajo hecho contribuye al estado del arte de analisis espectral en estimacién no paramétri-
ca. Sus aplicaciones, tal como son los métodos no paramétricos en identificacién, son variados y
dependen de cada sistema en cuestion. En resumen, si se satisfacen las condiciones de causalidad
o pasividad, gracias a este trabajo se pueden estimar mds fielmente la respuesta a impulso y res-
puesta en frecuencia del sistema causal o pasivo respectivamente, lo cual es el fin dltimo de la tesis
presentada.

8.2. Contribuciones principales por capitulo

Las principales contribuciones de este trabajo se condensan a continuacion:

= Capitulo 1: Se introduce brevemente el problema a tratar, se revisa el estado del arte, y se
mencionan los principales problemas y contribuciones del trabajo.

= Capitulo 2: Se entregan las herramientas bdsicas para comprender en perspectiva los resulta-
dos obtenidos en los capitulos siguientes, en cuanto a que da un marco tedrico para el desa-
rrollo de éstos.

= Capitulo 3: Se obtiene la expresion exacta del estimador de la respuesta a impulso por ET-
FE suponiendo una estructura de modelo tipo output error. Ademds de determinar la media
y matriz de covarianza del estimador, obteniéndose que es asint6ticamente no sesgado e in-
consistente, se muestra que éste no es causal. Se afirma que la causalidad depende de la sefial
de entrada, y que una entrada arbitraria muy probablemente introduce no causalidad en el
estimador.

= Capitulo 4: Se implementa el estimador ETFE como cociente entre la DTFT de la sefial de
salida y la DTFT de la sefial de entrada, contrario al cociente entre DFT, que es 1o normalmente
utilizado en la practica. Se estudian aquellas sefiales que producen estimaciones causales, y
se determinan propiedades esenciales de éstas a través de simulaciones y resultados tedricos
mostrados en la practica.

= Capitulo 5: Se describe la técnica ocupada para forzar causalidad en el estimador ETFE
en el dominio del tiempo. Se demuestra que el estimador causal por ETFE es el estimador
lineal de matriz de covarianza minima dentro de una amplia clase de estimadores lineales
asintéticamente insesgados, y que a medida que se fuerzan mds valores no causales a cero,
la estimacion causal disminuye ain més su matriz de covarianza y por ende, las varianzas
coeficiente por coeficiente. Se muestra en simulacion con sistemas de diversa complejidad los
resultados tedricos obtenidos.
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= Capitulo 6: Se entrega, a juicio del autor, las contribuciones mas relevantes del trabajo. En
primer lugar se extienden los resultados obtenidos en el Capitulo 5 al incorporar el efecto
de las condiciones iniciales del sistema, concluyendo que es posible formar exactamente el
mismo estimador para el caso con condiciones iniciales cero, pudiéndose aplicar los mismos
teoremas del capitulo anterior. Se formula el estimador ETFE causal para estructuras genera-
les, en donde se forma un método ETFE a dos pasos para en primer lugar estimar la respuesta
a impulso del filtro del ruido, y luego construir la matriz de covarianza estimada y a partir
de ésta, el estimador causal. Junto con lo anterior, se desarrollan las mismas ideas anteriores
aplicadas a ETFE suavizado, es decir, con inclusién de ventanas no rectangulares para estimar
las densidades espectrales de potencia. Los resultados obtenidos se aplican a ejemplos simula-
dos, consiguiendo mostrar empiricamente las mejoras en varianza coeficiente por coeficiente
en diversos sistemas.

= Capitulo 7: En este capitulo se discute la idea de imponer pasividad en la estimacién por
ETFE. Se muestran las principales propiedades y caracterizacion de los sistemas pasivos en
tiempo continuo y discreto, con el fin de orientar los alcances de la imposicion de pasividad. Se
demuestra para qué tipos de sistemas continuos y con qué discretizacién se consiguen sistemas
discretos pasivos, y dado un sistema pasivo en tiempo discreto, se construye un estimador
que impone pasividad en el dominio de la frecuencia. Ademads, se describen alternativas para
abordar este problema bajo la teoria de outliers.

8.3. Trabajo futuro

Durante el transcurso de este trabajo se han distinguido algunas extensiones que posiblemente
puedan dar lugar a resultados de relevancia. Estas son:

= La caracterizacion de sefiales de entrada que provocan estimaciones causales puede profundi-
zarse para formular secuencias que sean estacionarias y acotadas, aptas para identificacion.

= Sibien se ha abarcado en detalle la imposicion de causalidad, es posible explorar mds técnicas
de estimacién de respuesta a impulso del filtro del ruido, con el fin de mejorar las estimaciones
obtenidas del modelo del ruido y con esto, conseguir mejoras en varianza de la respuesta a
impulso del estimador ETFE.

= Este trabajo no contempla el uso de ventanas de ponderacién en estructuras generales. El
desarrollo de la forma explicita de la respuesta a impulso debiese ser similar al del Capitulo 6,
pero con mayores complicaciones por razones obvias. Este caso es de interés, pues representa
el caso mds general que se puede considerar en este marco de trabajo. Ademas, se puede
profundizar sobre los efectos de la eleccidn del tamafio de ventana en la singularidad de la
matriz de covarianza, analizando con detalle cuéles son las caracteristicas que hacen que la
matriz de factorizacién de Cholesky no tenga inversa para valores pequefios de ancho de
ventana. También es interesante estudiar el efecto del pardmetro M en el sesgo y varianza
del estimador, con el fin de obtener criterios heuristicos para la eleccion de éste.

= En cuanto al tema de pasividad, es claro que el préximo paso para trabajo futuro es extender
lo ya obtenido para modelos output error, para estructuras generales. Ademads, es relevante el
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caso de ETFE suavizado, pues es claramente el que mds se ocupa en la préctica, por razones
mencionadas en el capitulo[§

Finalmente, seria interesante analizar condiciones necesarias y suficientes del concepto de
pasividad para sistemas lineales y estables en el dominio del tiempo, para posiblemente im-
plementar pasividad en este dominio. La ventaja en este caso, seria la correlacion entre los
coeficientes estimados en el tiempo, con lo cual se podria adoptar una técnica de mejora de
estimacion tipo blanqueo de Cholesky, tal como se ha hecho para el problema de imposicién
de causalidad.



Apéndice A

NOTACION Y CONCEPTOS
MATEMATICOS DE UTILIDAD

El presente apéndice define la notacién empleada en esta tesis. Esta es ocupada como guia,
ya que la notacién formal de cada elemento particular puede encontrarse explicada en breve en la
seccion respectiva. Adicionalmente, se introducen definiciones ttiles para la mejor comprension de
los resultados que se presentan.

A.1. Notacién y elementos basicos

Se denota por N, Z, R y C al conjunto de los nimeros naturales, enteros, reales y complejos
respectivamente. Para referirse a conjuntos numéricos de dimensién superior, especificamente en la
definicién de vectores y matrices, se denota con superindices cuando sea necesario. Para distinguir
matrices y elementos escalares, se denota con letras negritas a los términos matriciales. Se define
Jj= V-1. Dado un nimero complejo x € C, se denota su médulo como |x|, su conjugado como X
y su parte real e imaginaria como Re{z} e Im{z} respectivamente. Para una matriz A € C™", con
n,m € N, se define AT, A* AT y rank{A} como su traspuesta, su hermitiana, su pseudo-inversa y su
rango, respectivamente. Si m = n, se define A~' y tr{A} como su inversa y traza respectivamente.
Definiendo i, j,n,m € N, coni < ny j < m, se denota como a;; € C el término perteneciente a
la i—ésima fila y a la j—ésima columna de una matriz A € C"™™. Para el vector v € C", se define
diag{v} como la matriz en C™" tal que a;; = v; y a;; = 0si i # j. Se define como I, la matriz
identidad de orden n, y el vector o matriz nulo como 0, con un subindice que indica su dimensién
cuando es necesario explicitarla.

En otras materias de interés de esta tesis, se denota el hermitiano de una funcidn de transferencia
de tiempo discreto H(z) como H(z)~. Finalmente, si y es una variable aleatoria, se representa E{y}
como su valor esperado, y cov(y) como su matriz de covarianza.
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A.2. Transformada de Fourier en tiempo discreto y trans-
formada de Fourier discreta

Las técnicas del andlisis de Fourier de tiempo discreto son en extremo ttiles en el estudio de
sefales y sistemas de tiempo discreto. En esta tesis, las técnicas de Fourier constituyen herramientas
esenciales para la obtencién de los estimadores no paramétricos. A continuacién se presentan las
definiciones y principales propiedades de la transformada de Fourier en tiempo discreto y la trans-
formada de Fourier discreta.

A.2.1. Transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT)

Considérese una secuencia generaﬂ{ Xt}rez- La transformada de Fourier de tiempo discreto (Discrete-
time Fourier transform, DTFT) [37] de la sefial discreta x; se define como

oo

Fix} = X(e™) = Z xie (A2.1)

t=—00

Durante el desarrollo de esta tesis, es comun estudiar la DTFT de sefiales causales, las cuales satis-
facen x;, = 0 para t < 0. Por esto, se adecuan los limites de la sumatoria cuando sea apropiado. La
transformada inversa de Fourier en tiempo discreto de X(e/*) es

FUX()) = x, = i f X(e)e' ™ dw = l 56 X(2)7'dz (A.2.2)
T J 2nj

2
{zeC:lz|=1}

F ) . )
Se denota el par sefial-transformada como x;, <= X(e/“). Esta transformada satisface las propie-
dades detalladas a continuacidn, que son utilizadas en esta tesis:

F . F .
1. Linealidad: Si x, &< X(e/“) ey, & Y(e/“), entonces para cualquier valores a y 3,
7 ) )
ax; + By, = aX(e’“) +pY(”). (A2.3)

Demostracion.

Flax, + By} = Z (ax; + Bye 7

[=—00

(o) (o]
=a Z xe " + B Z ye
t=—00 [=—00

= aX(e/?) + BY (/).

]

'Durante esta tesis se denotan las sefiales discretas con variable independiente como subindice. Sin embargo, en algunos
desarrollos se preferird la notacion x(¢) para ser precisos en la definicion de la secuencia en cuestion, al poder de esta forma
caracterizar mds precisamente la sefial ocupando sub y superindices.
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F )
2. Retardo temporal: Si x, < X(e’/*), entonces para todo t, € Z,
7 — jwt jw
Xy &= 7 X(e!?). (A2.4)
Demostracion.
f{xz—zo} = Z xt—toe_jwt
t=—00
= It Z xe Jjwk
k=—oco
= eI X (™),
en el cual se ha hecho el cambio de variable t — ) = k. ]
.z . ¥ ;
3. Inversion temporal: Si x, < X(e/“), entonces
F .
x_; = X(e). (A.2.5)
Demostracion.
Fled= Y x e
t=—00
[ ) —k
= D, (™)
k=—
= X(e7),
donde se ha hecho el cambio de variable —¢ = k. ]
Observacién A.2.1. Si x; € R para todo t € Z, entonces X(e™*) = X(e/®).
., F . F .
4. Convolucion: x, — X(e/“) ey, < Y(e/?), entonces
F ) )
X xy, = X(“)Y (), (A.2.6)
donde x; * y; denota la convolucion entre las seriales x; e y,, definida como
Xp *yr = Z XiYi-k (A.2.7)

Demostracion.

00

Flao sy = . (o xy)e

t=—00
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(o) (o]
—jwt
2, 2w

t=—00 k=—00

(o8] (o)
IR DI

k=—00 t=—00

(e

Z Xp (e_j“’k Y(ej“))

k=—o00

[ Z xkej“k] Y(e/®)

k=—00

= X(e/)Y (/).

Mais propiedades como las anteriores pueden encontrarse en [39].

A.2.2. Transformada de Fourier discreta (DFT)

La transformada definida en la subseccién anterior ha sido ampliamente analizada y utilizada en
muchas aplicaciones en ingenieria, fisica y matemadtica. Otra herramienta de gran uso en el célculo
computacional de la transformada de Fourier de sefiales de duracion finita, es la transformada discre-
ta de Fourier (DFT, [93]). Esta tiene su origen en la serie de Fourier discreta de una sefial periédica
de periodo finito N. Su ventaja principal es la facilidad de computo a partir de algoritmos altamente
optimizados usando la transformada rdpida de Fourier (Fast Fourier transform, FFT) [[72].

Para una sefal finita {xt}fi 61, se define la DFT de x; como

N-1
X %)= xe W (A2.8)
=
Para facilitar la notacion, en esta tesis se adopta la convencidn de que las sefiales estdn definidas
desde t = 1 hasta t = N, y por ende se adecuan los limites de la sumatoria de forma apropiada
cuando sea necesario.
De forma similar, la inversa de esta transformada es

1 = omk - 2mkt
- — JN JEN
Xt N éo X(e )e . (A29)

Al igual que para la DTFT, la notacién par sefal-transformada es x; 4;) X(e/3). Este abuso de
notacién se hard sin mayores complicaciones, pues se menciona explicitamente qué transformada
se utiliza en cada andlisis y resultado. De la misma forma que para la transformada anterior, se
establecen a continuacién algunas propiedades de interés con sus respectivas demostraciones:

F 5 271 F - 271)
1. Linealidad: Si x, < X(¢’ TA) ey, — Y(e %), entonces para cualquier valores a 'y 3,

ax + By s aX(@H) + By (). (A.2.10)
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Demostracion.
N-1
_ ik
Floax, + By} = Z(axt + By)e )N
=0
N-1 N-1
_ j2nkt _ i 2nkt
=a ) xe W +,BZy,e]N
=0 t=0

= aX(e/ )+ BY (e V).

O
s . 7 ok
2. Inversion en frecuencia: Si x, < X(e/WV ), entonces
F 2k _jamk
XN_1—y &= eV X(e™ /). (A.2.11)
Demostracion.
N-1
_ okt
Flxvaad = ) xn-1e /¥
=0
N-1
_ jamk=1p)
= _xpe N
p=0
N-1 .
= Y xR
p=0
N-1 .
p=0
ok ik
= /N X(e JN ),
donde se ha hecho el cambio de variable p = N — 1 —¢. O
‘s s . 7 2k ¥ i 2k
3. Convolucién periddica: Si x;, < X(e/V)ey, < Y(e/V), entonces
F i 2mk i 21k
X xy, < X(@EV)Y(eV), (A.2.12)
donde x, * y; denota la convolucion periodica entre las seriales x; e y;, definida como
N-1
XY= D i, (A2.13)
m=0

donde para el cdlculo de (A2.13) se considera y, periddica de periodo N, es decir, y; = ypn+
para p entero.



118 APENDICE A. NOTACION Y CONCEPTOS MATEMATICOS DE UTILIDAD

Demostracion.
N-1N-1
_jit
FAx =y} = Z XmYt-me€ ~ N
t=0 m=0
N-1N-1
(@) —jzkt
= Z XmYt-m€ =V
m=0 t=0
N-1 N-1
—j 2mkt
= Z Xm Z Yi-me€ * N
m=0 t=0
N-1 —m—1
) - dmk(s+m)
= Xm Ys€
m=0 s=—m
© N-1 N-1
¢ _ i 2ntm _iomks
= Xpe 1N Zyse 7N
m=0 s=0
) 2k 2k
D X)), (A2.14)

donde (a) es cambiando el orden de las sumatorias, (b) es haciendo el cambio de variable
s = t—m, (c) es producto de la N-periodicidad de y, y de la exponencial compleja con variable
s,y (d) es por la definicién de la DFT. O

A.3. Serie de Laurent y DTFT

La transformada de Fourier de tiempo discreto tiene una relacién directa con la transformada
Zeta [33]]. Es facil observar que la DTFT de una secuencia {x;} es equivalente a la transformada Zeta
bilateral de esta secuencia, evaluada en z = ¢/“. El andlisis es equivalente para sefiales causales y la
transformada Zeta definida desde £ = 0 hasta k = oco. Esta relacién también se aprecia en la trans-
formada inversa de la DTFT, la cual se puede calcular resolviendo una integral en la circunferencia
unitaria del plano complejo, tal como se mostré en (A.2.72).

De la misma forma, la DTFT de una secuencia {x,} puede analizarse como la serie de Laurent
[94]] de una funcién de variable compleja que es analitica en la circunferencia unitaria, haciendo el
cambio de variable formal z = ¢/“. Por completitud, se define la representacién en serie de Laurent
de una funcidén de variable compleja f(z) con regién de convergencia R; < |z| < R, que contiene a
la circunferencia unitaria {z € C : |z] = 1} como

f=) at (A3.1)

k=—00
Los coeficientes de la serie de Laurent, denominados ay, se calculan segtin

1

ay = —
T 2nj

56 f@)dz = L f ) F(&)e!* dw. (A3.2)
2 J_;

{zeC:lz]=1}

En esta tesis, un resultado de interés que relaciona ambos conceptos es el célculo del inverso de la
DTFT de una sefial:
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Lema A.3.1. Sea Xy(e/®) la DTFT de la sefial {x;}. Haciendo el cambio de variable e/® = z, se
expresa Xy(e/*) como

N _ _
B o M+ o+ +xy | Nx(@
Xn(2) = Xz = = .

N N

(A3.3)

t=1

Si Nx(z) no tiene ceros en la circunferencia unitaria, el inverso de X(e’*) puede escribirse como

1 (e8]
i = Z age Ik, (A3.4)
G
. . 7N .z .
donde ay, corresponde a los coeficientes de la serie de Laurent de w—— con region de convergencia

Nx(z)
que contiene la circunferencia unitaria.

Demostracion. Note que
I N
Xy Nx(@'
Dado que Nx(z) no tiene ceros en la circunferencia unitaria, la funcién racional N (Nx(2) ! es
analitica en |z] = 1 y por ende existen Ry < 1y R, > 1 que definen la region de convergencia

R < |z] < R, de su serie de Laurent:

(A.3.5)

N (o9
2 —k
= . A3.6
e k;m ‘ (A3.6)
Dado que esta representacion es vdlida para |z = 1, el cambio de variable z = e/ es factible,

obteniéndose (A:3.4).

]

A.4. Matrices definidas positivas y factorizacion de Cho-
lesky

Conceptos de utilidad en esta tesis son elementos de andlisis matricial tales como las matrices
(semi)definidas positivas, y su forma particular de factorizacidn, la factorizacién de Cholesky.

A.4.1. Matrices particionadas por bloques

Se determina la inversa de una matriz triangular inferior particionada en el siguiente lema.

A 0
Lema A.4.1. Sea la matriz triangular no singular particionada por bloques A = [T”‘T] Su
21 2

inversa estd dada por

Ayl oo
A‘lz[ Saka } A — ] (A.4.1)
_A221A21A11] ‘Azzl

Demostracion. Multiplicando A por su inversa,

o A110H Ajl 0]
AA —[ Aot [ An || -AJALATT [ A
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ApA;] |0 ]
| A2AT - AnALAYA | ApAj)
N I K }

| AuAT —AyA]] \ I

[ 1]0

A.4.2. Matrices definidas positivas

La propiedad de positividad de matrices simétricas (o hermitianas en el caso complejo), aparece
naturalmente en numerosas aplicaciones. Esta propiedad generaliza el concepto de positividad de
nidmeros reales, y es necesaria para definir qué se entiende con desigualdades matriciales, concepto
clave para la demostracion de los resultados mds importantes de esta tesis. Su principal aplicacién
en ésta radica en las matrices de covarianza, las cuales por definicidon son semidefinidas positivas.
Se procede a definir formalmente esta propiedad.

Definicion A.4.1. Sea la matriz simétrica A € C™". La matriz A es definida positiva [|51)] si

x*Ax >0, paratodox € C". (A4.3)
Por otra parte, la matriz A es semidefinida positiva si

x*Ax >0, paratodox e C". (A4.4)

A continuacién se nombran algunas propiedades de interés que son utilizadas a lo largo de esta
tesis, con su respectiva demostracion. Sea A matriz simétrica (hermitiana en el caso complejo, se
considerard naturalmente por extension).

1. Si A € R™" es definida positiva, entonces todas sus submatrices principales son definidas
positivas. Si A es semidefinida positiva, entonces todas sus submatrices principales son semi-
definidas positivas.

Demostracion. Expresando A como matriz por bloques,

Al A12]
A= s A4.5
[A21 A ( )

donde Aj; € R™™y Ay, € R=M>X=m) conm € {0, 1,...,n}. Dado que A es definida positiva,
para todo x = [x;7 x,7 17 # 0 de dimensiones adecuadas se tiene

xi| [An A12] [Xl]
> 0. (A.4.6)
[Xz] [A21 A |[x2
En particular, fijando x; como el vector nulo, con X, arbitrario no nulo, se obtiene

0,.] A AuHom] \
=X Apnx; >0, A4
[XJ [AZI Ax||xo 2 ANX) ( )
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Por lo cual la submatriz principal A,, es definida positiva. De la misma forma con x, nulo y
x; arbitrario no nulo, se obtiene A|; es definida positiva. Dado que m es arbitrario, lo anterior
es valido para todo valor de m € {0, 1,...,n}. La segunda afirmacién por demostrar sigue de
la misma manera. O

2. Si A es definida positiva, entonces todos los elementos de su diagonal son mayores que cero.
Si A es semidefinida positiva, entonces todos los elementos de su diagonal son mayores o
iguales que cero.

Demostracion. Sea A € R™" definida positiva. Dado que se cumple (A.4.3), fijando x = e;,
donde e; es el i-ésimo elemento de la base canénica de R”, se tiene

X'Ax = e;"Ae; = a;; > 0. (A4.8)
Como i € {1,2,...,n} es arbitrario, se demuestra lo pedido. La segunda afirmacién por de-
mostrar sigue de la misma manera. O

3. Si A es definida positiva, entonces todos los autovalores de A son positivos. Si A es semidefi-
nida positiva, entonces todos los autovalores de A son no negativos.

Demostracion. Sea A,x un par valor propio-vector propio de una matriz A (semi)definida
positiva. Entonces x*Ax = x*Ax = A|x|> y por ende, 1 = (x*Ax)/|x|> > 0 si A es semidefinida
positiva, y 4 > 0 si A es definida positiva. O

A.4.3. Factorizacion de Cholesky

Factorizaciones de matrices son aplicadas en muchas 4reas de la ciencia e ingenieria. Estas
sirven para optimizar tiempo de cémputo en algoritmos, para la resolucién de ecuaciones matriciales
y problemas de optimizacién, y para el andlisis y procesamiento de sefiales. Una factorizacién de
interés para esta tesis es la factorizacion de Cholesky.

La factorizacién de Cholesky es un tipo de factorizacién matricial aplicada a matrices (se-
mi)definidas positivasﬂ Esta factorizacion descompone la matriz simétrica y (semi)definida positiva
en el producto de una matriz triangular inferior con elementos (no negativos)positivos en la diagonal,
con su traspuesta. Es decir,

A=CCT. (A.4.9)

Por comodidad, en algunos resultados de esta tesis se usa la notaciéon Chol(A) para referirse a la
matriz de la factorizacién de Cholesky de A.

Es de interés en este trabajo conocer esta factorizacién a partir de matrices de covarianza, las
cuales son definidas positivas y simétricas. Estas cominmente son expresadas como P = TT”, con
T una matriz rectangular. Para obtener la factorizacién de Cholesky en este caso, se obtiene la fac-
torizacién QR [51]) de T7, tal que R’ sea matriz triangular inferior con las dimensiones adecuadas.
Asi,

P=TT" =R7Q"QR =R"R (A.4.10)

2Cabe destacar que la factorizacién de Cholesky de una matriz semidefinida positiva no es tnica. El tratamiento de este
caso no estd abarcado en este apéndice y puede ser analizado con mayor detalle en [62].
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Entonces, dado que la factorizacién de Cholesky de una matriz definida positiva es Unica, la matriz
de la factorizacién es C = R

Finalmente, se demuestra un resultado sobre la factorizacion de Cholesky de una matriz parti-
cionada por bloques.

Lema A.4.2. Sea A matriz simétrica y definida positiva, particionada por bloques. Esta tiene fac-
torizacion de Cholesky dada por

Ay AyT
A—[“ 21]

C|An An
| CholtA1) 0 Chol(A)T Chol(A11)"'A],
" |A21Chol(A11)™T Chol(Ay — AuATAY) 0 Chol(Ay — Ay AT AT |
(A4.11)
Demostracion. Para reducir espacio, se define
Chol(A 1) 0

" |A2iChol(A1)T  Chol(Ay, — Ay ATIAL)

El término Chol(A,, — Ay Aj[AJ)) tiene sentido, pues es sabido [59] que si A es definida positiva,
entonces el complemento de Schur de Aj; con respecto a A, Aj1|A = Ay — AzlAfllAgl es definido
positivo.

Multiplicando las matrices del lado derecho de (A:4.TT),

cc’
[ Chol(Aj;)Chol(A;)” Chol(A;)Chol(A;)~'AZ,
B _A21Chol(A11)‘TChol(A11)T A21ChOl(All)_TChOI(AH)_lAgl + Chol(A,, — A21A;11A2Tl)ChOI(A22 - AzlAIll A;)
_[An 1A,
»Ag]I A21A11_1A2Tl + Ay — A21AI11A2TI
— 'All Agl
A2 Ap
=A.

Como la diagonal de C estd formada como la diagonal de dos matrices de factorizacién de Cholesky,
tiene solamente elementos positivos. Dado que C es triangular inferior y claramente A = CC”, C es
la factorizacién de Cholesky de A. O



REFERENCIAS

[1] T. Soderstrom and P. Stoica, System identification. Prentice-Hall, 1988.
[2] L. Ljung, System identification. Prentice-Hall, 2nd edition, 1999.
[3] P. Stoica and R. L. Moses, Introduction to spectral analysis. Prentice-Hall, 1997.

[4] L. Ljung, “On the estimation of transfer functions,” Automatica, vol. 21, no. 6, pp. 677-696,
1985.

[5] A. Kessy, A. Lewin, and K. Strimmer, “Optimal whitening and decorrelation,” arXiv preprint
arXiv:1512.00809, 2015.

[6] Y. C. Eldar and A. V. Oppenheim, “MMSE whitening and subspace whitening,” IEEE Transac-
tions on Information Theory, vol. 49, no. 7, pp. 1846-1851, 2003.

[7] R. Pintelon and J. Schoukens, “Nonparametric techniques in system identification,” Encyclopedia
of Systems and Control, pp. 907-918, 2015.

[8] P. Guillaume, R. Pintelon, and J. Schoukens, “Nonparametric frequency-response function esti-
mators based on nonlinear averaging techniques,” IEEE Transactions on Instrumentation and Mea-
surement, vol. 41, no. 6, pp. 739-746, 1992.

[9] M. Gevers, P. Higg, H. Hjalmarsson, R. Pintelon, and J. Schoukens, “The transient impulse res-
ponse modeling method and the local polynomial method for nonparametric system identification,”
IFAC Proceedings Volumes, vol. 45, no. 16, pp. 55-60, 2012.

[10] C. Warwick, “Understanding the Kramers-Kronig relation using a pictorial proof,” Physical
Review, vol. 104, pp. 1760-1770, 1956.

[11] H. K. Khalil, Nonlinear systems. Prentice-Hall, 1996.

[12] F. Tjéarnstrom and L. Ljung, “Minimizing the variance of transfer function estimates,” 6¢h Saint
Petersburg Symposium on Adaptive Systems Theory, vol. 1, pp. 194-200, 1999.

[13] P. Broersen, “A comparison of transfer function estimators,” IEEE Transactions on Instrumen-
tation and Measurement, vol. 44, no. 3, 1995.

123



124 Referencias

[14] P. E. Wellstead, “Non-parametric methods of system identification,” Automatica, vol. 17, no. 1,
pp- 55-69, 1981.

[15] A.Stenman, F. Gustafsson, D. E. Rivera, L. Ljung, and T. McKelvey, “On adaptive smoothing of
empirical transfer function estimates,” Control Engineering Practice, vol. 8, no. 11, pp. 1309-1315,
2000.

[16] A. Stenman and F. Gustafsson, “Adaptive smoothing methods for frequency-function estima-
tion,” Automatica, vol. 37, no. 5, pp. 675-685, 2001.

[17] P. Hdagg and H. Hjalmarsson, “Non-parametric frequency function estimation using transient
impulse response modelling,” IFAC Proceedings Volumes, vol. 45, no. 16, pp. 43—48, 2012.

[18] J. Lataire and T. Chen, “Transfer function and transient estimation by gaussian process regres-
sion in the frequency domain,” Automatica, vol. 72, pp. 217-229, 2016.

[19] R. Pintelon and J. Schoukens, System identification: A frequency domain approach, 2nd ed.
Wiley-IEEE Press, 2012.

[20] J. S. Bendat and A. G. Piersol, Random data: analysis and measurement procedures. Wiley-
Interscience, 1971.

[21] J. S. Bendat and A. G. Piersol, Engineering applications of correlation and spectral analysis.
New York, Wiley-Interscience, 1980.

[22] P. Delachartre, D. Tray, Z. Sun, G. Gimenez, and A. Dziedzic, “Estimation of the causal impulse
response of underwater target,” in 1994 IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and
Signal Processing, vol. 2. 1EEE, 1994, pp. 1I-385.

[23] J. Park, K. Jung, Y. H. Hong, H.-K. Kim, and H. S. Lee, “Exact enforcement of the causality
condition on the aerodynamic impulse response function using a truncated Fourier series,” Journal
of Engineering Mechanics, vol. 140, no. 5, 2013.

[24] H. Aboutaleb, L. L. Baranny, A. Elshabini, and F. Barlow, “A new method for causality enfor-
cement of DRAM package models using discrete Hilbert transforms,” in 2013 IEEE Workshop on
Microelectronics and Electron Devices (WMED). 1EEE, 2013, pp. 21-24.

[25] L. L. Barannyk, H. A. Aboutaleb, A. Elshabini, and F. D. Barlow, “Spectrally accurate causality
enforcement using SVD-based Fourier continuations for high-speed digital interconnects,” Compo-
nents, Packaging and Manufacturing Technology, IEEE Transactions on, vol. 5, no. 7, pp. 991-1005,
2015.

[26] M. S. Mahmoud and A. Ismail, “Passivity and passification of time-delay systems,” Journal of
Mathematical Analysis and Applications, vol. 292, no. 1, pp. 247-258, 2004.

[27] A. Fradkov, “Passification of non-square linear systems and feedback Yakubovich-Kalman-
Popov lemma,” European journal of control, vol. 9, no. 6, pp. 577-586, 2003.

[28] H. Gao, T. Chen, and T. Chai, “Passivity and passification for networked control systems,” SIAM
Journal on Control and Optimization, vol. 46, no. 4, pp. 1299-1322, 2007.



Referencias 125

[29] E. D. Campbell, A. Morales, and S. Agili, “A simple method for restoring passivity in s-
parameters using singular value decomposition,” in 2010 Digest of Technical Papers International
Conference on Consumer Electronics (ICCE). 1EEE, 2010, pp. 219-220.

[30] B. Gustavsen, “Fast passivity enforcement for s-parameter models by perturbation of residue
matrix eigenvalues,” IEEE Transactions on Advanced Packaging, vol. 33, pp. 257-265, 2010.

[31] D. Saraswat, R. Achar, and M. Nakhla, “Restoration of passivity in S-parameter data of micro-
wave measurements,” in 2005 IEEE MTT-S International Microwave Symposium Digest. 1EEE,
2005, pp. 4-pp.

[32] J. Baillieul and T. Samad, Encyclopedia of Systems and Control. Springer, 2015.
[33] M. E. Salgado, J. I. Yuz, and R. A. Rojas, Andlisis de sistemas lineales. Prentice-Hall, 2005.
[34] J.R. Leigh, Control theory. The Institution of Engineering and Technology, 2004.

[35] B. Sohlberg, “Grey box modelling,” in Supervision and Control for Industrial Processes. Sprin-
ger, 1998, pp. 7-43.

[36] H. Rake, “Step response and frequency response methods,” Automatica, vol. 514, pp. 519-526,
2014.

[37] A.V.Oppenheim, A. S. Willsky, and S. H. Nawab, Signals and systems. Prentice-Hall, 1983.

[38] B. Y.-K. Hu, “Kramers-Kronig in two lines,” American Journal of Physics, vol. 57, no. 9, pp.
821-821, 1989.

[39] A. V. Oppenheim and R. W. Schafer, Discrete-time signal processing. Pearson Higher Educa-
tion, 2010.

[40] S. Stramigioli, C. Secchi, A. J. van der Schaft, and C. Fantuzzi, “Sampled data systems passivity
and discrete port-Hamiltonian systems,” IEEE Transactions on Robotics, vol. 21, no. 4, pp. 574-587,
2005.

[41] J. Bao and P. L. Lee, Process control: the passive systems approach. Springer, 2007.
[42] A. Van der Schaft, L2-gain and passivity techniques in nonlinear control. ~Springer, 2012.
[43] B. Anderson and S. Vongpanitlerd, Network analysis and synthesis. Dover, 2006.

[44] K. J. Astrom and B. Wittenmark, Computer-controlled systems: theory and design. Prentice-
Hall, 1997.

[45] J. W. Brown, R. V. Churchill, and M. Lapidus, Complex variables and applications. McGraw-
Hill, 1996.

[46] M. J. Lighthill, An introduction to Fourier analysis and generalised functions. =~ Cambridge
University Press, 1958.

[47] C.P. Hughes and A. Nikeghbali, “The zeros of random polynomials cluster uniformly near the
unit circle,” Compositio Mathematica, vol. 144, no. 03, pp. 734-746, 2008.



126 Referencias

[48] F. Vieta, “Opera mathematica, ed,” Schooten F v. Hildesheim: Olms (reproduction of the Leiden
edition 1646), 1970.

[49] E. L. Jury, “A simplified stability criterion for linear discrete systems,” Proceedings of the IRE,
vol. 50, no. 6, pp. 1493-1500, 1962.

[50] E. I Jury, Theory and application of the z-Transform method. Wiley, 1964.

[51] R. A. Horn and C. R. Johnson, Matrix analysis. Cambridge university press, 2nd ed., 2012.
[52] G. Strang, Linear Algebra and Applications. Academic Press, 1976.

[53] C. R. Rojas, “Sobre la covarianza del error en ETFE,” Comunicacion privada, 2016.

[54] C. Burrus and T. W. Parks, DFT/FFT and convolution algorithms: theory and implementation.
John Wiley & Sons, 1991.

[55] G. Enestrom, “Remarque sur un théoréme relatif aux racines de I’équation a,x" + a,_1x"! +
...+ aix+ay = 0 ou tous les coefficientes a sont réels et positifs,” Tohoku Mathematical Journal,
First Series, vol. 18, pp. 34-36, 1920.

[56] W. Chen, “On the polynomials with all their zeros on the unit circle,” Journal of mathematical
analysis and applications, vol. 190, no. 3, pp. 714-724, 1995.

[57] M. Pukhta, “On location of zeros of polynomials,” American Journal of Mathematical Analysis,
vol. 2, no. 2, pp. 23-27, 2014.

[58] C. A.Rohde, “Generalized inverses of partitioned matrices,” Journal of the Society for Industrial
and Applied Mathematics, vol. 13, no. 4, pp. 1033-1035, 1965.

[59] D.S. Bernstein, Matrix mathematics: theory, facts, and formulas. Princeton University Press,
2009.

[60] J. Choi, J. J. Dongarra, L. S. Ostrouchov, A. P. Petitet, D. W. Walker, and R. C. Whaley, “Design
and implementation of the ScaLAPACK LU, QR, and Cholesky factorization routines,” Scientific
Programming, vol. 5, no. 3, pp. 173-184, 1996.

[61] Y. Zi-Zong, “Schur complements and determinant inequalities,” Journal of mathematical
inequalities, vol. 3, no. 2, pp. 161-167, 2009.

[62] N. J. Higham, “Analysis of the Cholesky decomposition of a semi-definite matrix,” Reliable
Numerical Computation, pp. 161-185, 1990.

[63] C. Robert and G. Casella, Monte Carlo statistical methods. Springer, 2013.

[64] C. R. Rojas, R. A. Rojas, and D. A. Erraz, “On irreducible systems,” Comunicacion privada,
2004.

[65] A.Papoulis, Signal analysis. McGraw-Hill, 1977.

[66] D.R. Brillinger, Time series: data analysis and theory. SIAM, 2001.



Referencias 127

[67] A.Papoulis and S. U. Pillai, Probability, random variables, and stochastic processes. McGraw-
Hill, 2002.

[68] B. D. Tellegen, “The gyrator, a new electric network element,” Philips Res. Rep, vol. 3, no. 2,
pp- 81-101, 1948.

[69] C. A. Desoer and M. Vidyasagar, Feedback systems: input-output properties. ~SIAM, 2009,
vol. 55.

[70] P. Moylan, Dissipative Systems and Stability, 2014. [Online]. Available: http://www.pmoylan.
org/pages/research/DissBook.html

[71] N. Kottenstette and P. J. Antsaklis, “Relationships between positive real, passive dissipative,
& positive systems,” in Proceedings of the 2010 American control conference. 1EEE, 2010, pp.
409-416.

[72] C. Gasquet and P. Witomski, Fourier analysis and applications: filtering, numerical compu-
tation, wavelets. Springer, 2013.

[73] B. Brogliato, R. Lozano, B. Maschke, and O. Egeland, Dissipative systems analysis and control:
Theory and applications. Springer, 2006.

[74] L. Hitz and B. Anderson, “Discrete positive-real functions and their application to system stabi-
lity,” Proceedings of the Institution of Electrical Engineers, vol. 116, no. 1, pp. 153-155, 1969.

[75] G. C. Goodwin, S. F. Graebe, and M. E. Salgado, Control system design. Prentice-Hall, 2001.
[76] W.J. Rugh, Linear system theory. Prentice-Hall, 1996.

[77] A. Kelkar and S. Joshi, “Robust passification and control of non-passive systems,” in Procee-
dings of the 1998 American Control Conference, vol. 5. 1EEE, 1998, pp. 3133-3137.

[78] J. O. Smith, “Techniques for digital filter design and system identification with application to
the violin,” Ph.D. dissertation, Stanford University, 1983.

[79] J. Bak and D. J. Newman, Complex analysis. ~Springer, 2010.

[80] P. Albertos, “Sampled data passive systems,” in International Conference on Computer Aided
Systems Theory. Springer, 1993, pp. 118-130.

[81] E. M. Navarro-Lépez, “Several dissipativity and passivity implications in the linear discrete-
time setting,” Mathematical Problems in Engineering, vol. 2005, no. 6, pp. 599-616, 2005.

[82] E. M. Navarro-Lépez, “Dissipativity and passivity-related properties in nonlinear discrete-time
systems,” Ph.D. dissertation, Universitat Politecnica de Catalunya, 2003.

[83] T. Hagiwara, “Nyquist stability criterion and positive-realness of sampled-data systems,” Sys-
tems & control letters, vol. 45, no. 4, pp. 283-291, 2002.

[84] T. Hagiwara and T. Mugiuda, “Positive-realness analysis of sampled-data systems and its appli-
cations,” Automatica, vol. 40, no. 6, pp. 1043-1051, 2004.


http://www.pmoylan.org/pages/research/DissBook.html
http://www.pmoylan.org/pages/research/DissBook.html

128 Referencias

[85] M. De la Sen, “Preserving positive realness through discretization,” Positivity, vol. 6, no. 1, pp.
31-45, 2002.

[86] E. Kreyszig, Introductory functional analysis with applications. Wiley, 1989.
[87] R. M. Gray, Toeplitz and circulant matrices: A review. Now publishers, 2006.
[88] G. Strang, “The discrete cosine transform,” SIAM review, vol. 41, no. 1, pp. 135-147, 1999.

[89] V. Barnett and T. Lewis, Outliers in statistical data. ~Wiley Series in Probability and Mathe-
matical Statistics, 2nd ed., 1984.

[90] R.J. Little and D. B. Rubin, Statistical analysis with missing data. John Wiley & Sons, 2014.

[91] R. K. Pearson, “Outliers in process modeling and identification,” IEEE Transactions on Control
Systems Technology, vol. 10, no. 1, pp. 55-63, 2002.

[92] H. Liu, S. Shah, and W. Jiang, “On-line outlier detection and data cleaning,” Computers &
chemical engineering, vol. 28, no. 9, pp. 1635-1647, 2004.

[93] J. O. Smith, Mathematics of the discrete Fourier transform (DFT) with audio applications.
W3K Publishing, 2007.

[94] L. V. Ahlfors, Complex Analysis. McGraw-Hill, 1979.



	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	ÍNDICE DE FIGURAS
	Introducción
	Estado del arte
	Identificación de problemas
	Principales contribuciones
	Organización del documento

	Marco Teórico
	Introducción
	Identificación de sistemas
	Objetivos y problemas en identificación
	Estimación no paramétrica y ETFE

	El problema de causalidad y pasividad
	Causalidad
	Pasividad

	Resumen

	Causalidad: Análisis teórico del estimador de la respuesta a impulso por ETFE, modelo OE
	Introducción
	Deducción del estimador de la respuesta a impulso
	Análisis de media y covarianza
	Esperanza
	Covarianza
	Matriz de covarianza

	Conclusiones

	Análisis de casos y el problema de causalidad del estimador ETFE
	Introducción
	Consideraciones sobre implementación y simulación
	Causalidad dependiente de la entrada
	Primeras estimaciones causales y no causales
	Estimaciones causales usando otra señal de entrada

	Variación de parámetros de simulación e interpretaciones
	Conclusiones

	ETFE Causal, modelo OE
	Introducción
	En busca de un mejor estimador
	Formulación de ETFE causal
	Implementación y simulaciones
	Consideraciones previas
	Modelo FIR
	Sistema de segundo orden
	Sistema de tercer orden
	Sobre la elección de M

	Conclusiones

	Extensiones al problema de causalidad
	Introducción
	ETFE considerando condiciones iniciales
	ETFE considerando una estructura general de modelos
	Deducción de la respuesta a impulso y análisis de media y covarianza
	Implementación y simulación

	Incorporación de ventanas en el estimador ETFE
	Deducción del estimador suavizado de la respuesta a impulso
	Análisis de media y covarianza del estimador ETFE suavizado

	ETFE Suavizado Causal
	Formulación del método
	Implementación y Simulaciones

	Conclusiones

	Imposición de pasividad en ETFE
	Introducción
	Definiciones y conceptos preliminares
	Caracterización de sistemas lineales pasivos
	Pasividad por discretización
	Preservación de pasividad

	Ejemplos de sistemas pasivos simples
	Pasividad: análisis del estimador ETFE
	Primer análisis de Re{ (ej)}
	Segundo análisis de Re{ (ej)}

	ETFE Pasivo
	Pasividad por truncamiento y blanqueo
	Tratamiento con teoría de outliers

	Conclusiones

	Conclusiones
	Discusión general de los resultados
	Contribuciones principales por capítulo
	Trabajo futuro

	Notación y conceptos matemáticos de utilidad
	Notación y elementos básicos
	Transformada de Fourier en tiempo discreto y transformada de Fourier discreta
	Transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT)
	Transformada de Fourier discreta (DFT)

	Serie de Laurent y DTFT
	Matrices definidas positivas y factorización de Cholesky
	Matrices particionadas por bloques
	Matrices definidas positivas
	Factorización de Cholesky


	 Referencias

