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Prefacio

Este apunte trata sobre Análisis de Sistemas Lineales, es decir, el conjunto de herramien-
tas y conceptos matemáticos que permiten caracterizar el comportamiento de sistemas lineales
dinámicos y estáticos. Si bien puede considerarse un tópico de las matemáticas, el interés y
enfoque de este apunte se da en el contexto de la ingenieŕıa electrónica. En este campo, las apli-
caciones de los conceptos aqúı estudiados se pueden encontrar en (tele)comunicaciones, control
automático, modelamiento f́ısico, identificación de sistemas, teoŕıa de redes eléctricas, robótica,
entre muchas otras áreas.

El objetivo de este apunte es entregar (con muy poco detalle) los contenidos esenciales de
Análisis de Sistemas Lineales como es estudiado en ELO-104 en la UTFSM, con enfoque a ejer-
cicios y sus soluciones completas. La estructura del apunte es simple: dividido en caṕıtulos que
usualmente merecen una evaluación separada, primero se entregan las ideas principales de cada
tópico, y luego se proponen ejercicios en relación a esa temática. Los ejercicios están catalogados
por su dificultad, siendo K el nivel más fácil, y KKK el más desafiante. Adicionalmente, se han
incorporado comentarios en párrafos o en pie de página, donde se pretende dar intuición, pre-
sentar una generalización, o señalar distintos caminos para resolver un problema en particular.
También se ha incorporado un apéndice sobre tópicos de matemática necesarios para entender
los conceptos que se estudian en este apunte. Nótese que el propósito de este apunte es comple-
mentar las clases, lectura, ayudant́ıas y estudio personal del estudiante. NO debe considerarse
como el material central del curso, puesto que no se hicieron esfuerzos para incorporar la teoŕıa
a cabalidad.

La gran mayoŕıa del texto fue escrito en el año 2016, mientras haćıa la ayudant́ıa de ELO-
104. En un afán de dejar el apunte público, revisé y completé el apunte en 2019 durante mi
tiempo libre. Cualquier errata o pregunta sobre el apunte, o sobre el tópico en general, no dude
en escribirme a rodrigo.agv@gmail.com.

Rodrigo A. González Estocolmo, Suecia
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Caṕıtulo 1

Señales y Sistemas

En este caṕıtulo se introducen las caracteŕısticas fundamentales de sistemas. El principal
enfoque está en linealidad e invariancia en el tiempo, dos propiedades que se utilizarán repeti-
damente a lo largo del apunte. Además, se entrega un método para linealizar sistemas dinámicos
en algún punto de equilibrio, y se estudian las señales más importantes para analizar sistemas.

1.1. Definiciones de Señales y Sistemas

Comenzamos con definiciones básicas.

Señal: Una señal es una medición u observación que contiene información de interés, repre-
sentada matemáticamente como función de una o más variables independientes. Por ejemplo, la
función u : t→ u(t) usualmente denota la señal de entrada a un sistema, donde t es la variable
de tiempo. Para evitar excesiva formalidad, generalmente nos referimos a esta señal por u(t)
(aunque dependiendo del contexto, u(t) es simplemente la señal u evaluada en el tiempo t).

Sistema: Un sistema es un ente organizado, resultante de la interconexión de elementos bási-
cos, que según el juicio de un observador, tiene una finalidad y carácter determinado. También
se define como cualquier proceso que produce una transformación de señales.

Estado: Señal o conjunto de señales internas u ocultas de un sistema. El estado del sistema
recopila la información del pasado, para entregar una representación compacta de la información
relevante para predecir el futuro. Normalmente nos referimos al estado con la señal x(t), la cual
se escribe en negrita en este apunte por ser vector.

Una forma de representar gráficamente un sistema se muestra en la Figura 1.1, donde

S

x(t0)

--
y(t)u(t)

Figura 1.1: Representación compacta de un sistema.
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1.2. ¿POR QUÉ SISTEMAS LINEALES? 5

u(t) es la señal1 que reúne todas las excitaciones del sistema,
x(t0) es el vector que describe el estado del sistema en el tiempo t0 (condición inicial del
sistema), e
y(t) es la señal que reúne las señales escogidas como salidas.

Un sistema también se puede representar con la notación

y(t) = T〈x(t0), u(t)〉 ∀t ≥ t0, (1.1)

donde T es una transformación que describe la dependencia entre la condición inicial x(t0) y
entrada u(t), y la salida y(t).

1.2. ¿Por qué sistemas lineales?

Antes de comenzar a estudiar sistemas lineales, cabe preguntarse por qué se estudia este tipo
de sistemas en particular. A continuación se detallan algunas razones:

1. Muchos sistemas pueden representarse por modelos lineales sencillos de razonable fideli-
dad. Ejemplos de esto son las redes eléctricas, o sistemas f́ısicos descritos con mecánica
Newtoniana.

2. Existen poderosas herramientas para analizar y sintetizar este tipo de sistemas. Ejemplos
de éstas son las transformadas de Fourier, Laplace y Zeta, las cuales son de fácil aplicación
y de gran utilidad conceptual y práctica.

3. En sistemas lineales, es posible explotar la propiedad de superposición para determinar
fácilmente salidas de sistemas lineales de alta complejidad. Asimismo, veremos que para
sistemas lineales que además son invariantes en el tiempo, basta conocer la respuesta a
impulso de éste para conocer cómo se comportará el sistema frente a una señal arbitraria.

Desventaja: ¡Los sistemas reales NO son lineales! De hecho, cualquier sistema real presenta
saturación para algún valor (suficientemente alto) de entrada. Sin embargo, en muchos casos es
posible trabajar con modelos lineales aproximados de suficiente calidad.

1.3. Sistemas Dinámicos y Algebraicos

Las respuestas de un sistema pueden depender también de la información y/o enerǵıa exis-
tentes en el instante en el cual el comportamiento del sistema comienza a ser observado. Estos
se llaman sistemas dinámicos. En cambio, un sistema algebraico sólo requiere el conocimiento
de la entrada en el momento exacto de la observación de la salida.

Ejercicio 1.3.1 (K) Considere el sistema

α
dy(t)

dt
+ y(t) =

β

[
du(t)

dt

]2

+ e−γu(t)

1 + β

[
du(t)

dt

]2 u(t). (1.2)

1Note que las entradas y salidas pueden ser señales multidimensionales. Sin embargo, para este apunte sólo se
consideran entradas y salidas escalares, es decir, trataremos con sistemas SISO (single-input single-output).
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Determine para qué valores de α, β y γ el sistema descrito en (1.2) es estático.

Desarrollo. La idea es manipular las variables para que desaparezcan las derivadas del sistema.
Se puede ver directamente que se necesita que α sea igual a cero. Analizando el lado derecho,
notamos que si β = 0, se obtiene el sistema y(t) = u(t)e−γu(t), el cual es estático para cualquier
valor de γ ∈ R. Por otra parte, si β 6= 0, si se fija γ = 0 se cancelan los factores del numerador y
denominador de la parte derecha de (1.2), quedando y(t) = u(t), el cual es un sistema estático.
Para todos los tŕıos restantes, el sistema descrito en (1.2) es dinámico. �

1.4. Linealidad

Un sistema es lineal si satisface

T〈α1x1+α2x2, β1u1(t)+β2u2(t)〉 = α1T〈x1, 0〉+α2T〈x2, 0〉+β1T〈0, u1(t)〉+β2T〈0, u2(t)〉 (1.3)

para cualquier valor de las constantes α1, α2, β1, β2, cualquier par de condiciones iniciales x1 y
x2, y cualquier par de entradas u1(t) y u2(t). A continuación, cuando no exista confusión, a
veces se omite la dependencia en t de las señales por simplicidad.

De la definición de linealidad se desprenden 2 conceptos fundamentales: superposición (res-
puesta de la suma es la suma de las respuestas) y homogeneidad (respuesta del escalamiento es
el escalamiento de las respuestas).

Ejercicio 1.4.1 (K, Problema 1.1. de [1]) Considere un sistema cuyo modelo de comporta-
miento está dado por:

y(t) = mu(t) + b.

Determine las condiciones que deben satisfacer las constantes m y b de modo que el sistema con
entrada u(t) y respuesta y(t) sea lineal.

Desarrollo. Dado que el sistema (1.4) es un sistema algebraico, no necesita de condiciones
iniciales. Por ende, adecuamos la notación y(t) = T〈x(t0), u(t)〉 = T〈u(t)〉. Considerando la
definición dada en (1.3), determinamos las siguientes señales:

yS = T〈α1u1 + α2u2〉 = m(α1u1 + α2u2) + b

α1yS1 + α2yS2 = α1T〈u1〉+ α2T〈u2〉 = α1mu1 + α2mu2 + bα1 + bα2.

Para que yS = α1yS1 +α2yS2 , debe cumplirse bα1 + bα2 = b. Como la linealidad debe cumplirse
para todo α1 y α2, debe tenerse b = 0. No se imponen restricciones sobre m pues se consigue
igualdad en estos factores para todo m ∈ R. �

Ejercicio 1.4.2 (KK, Problema 1.9. de [1]) Determine si el siguiente sistema es o no lineal

dy(t)

dt
+ 2ty(t) = 2u(t).

Desarrollo. Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria (ver Apéndice 7.4), se puede escribir
y(t) expĺıcitamente como

y(t) = y0e
−(t2−t20) +

∫ t

t0

2u(τ)e−(t2−τ2)dτ = T〈y0, u(t)〉.
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Entonces, se calculan las siguientes expresiones para constantes arbitrarias α1, α2, β1, β2, condi-
ciones iniciales y01, y02 y señales de entrada u1, u2:

yS(t) = T〈α1y01 + α2y02, β1u1 + β2u2〉

= (α1y01 + α2y02)e−(t2−t20) +

∫ t

t0

2(β1u1(τ) + β2u2(τ))e−(t2−τ2)dτ (1.4)

α1y1(t) = α1T〈y01, 0〉 = α1y01e
−(t2−t20) (1.5)

α2y2(t) = α2T〈y02, 0〉 = α2y02e
−(t2−t20) (1.6)

β1y3(t) = β1T〈0, u1〉 = β1

∫ t

t0

2u1(τ)e−(t2−τ2)dτ (1.7)

β2y4(t) = β2T〈0, u2〉 = β2

∫ t

t0

2u2(τ)e−(t2−τ2)dτ. (1.8)

Sumando (1.5) hasta (1.8) y ordenando, se obtiene (1.4), con lo cual se satisface (1.3). �

Ejercicio 1.4.3 (KK) Determine si el siguiente sistema es o no lineal[
dy(t)

dt

]2

+ y(t) = 2u(t). (1.9)

Desarrollo. Producto del término cuadrático, es natural pensar que el sistema (1.9) es no lineal.
Demostremos que el sistema no satisface la propiedad de superposición a la entrada. Para esto,
consideremos la condición inicial igual a cero, y sean las señales y1(t) y y2(t) salidas producto
de las entradas u1(t) y u2(t) respectivamente. Es decir,

y1(t) = T〈0, u1(t)〉, y2(t) = T〈0, u2(t)〉. (1.10)

Por otra parte, sea la señal y3(t) salida producto de la entrada u1(t) + u2(t), también con
condición inicial cero. En otras palabras, y3(t) = T〈0, u1(t) + u2(t)〉. Se debe demostrar que
y3(t) 6= y1(t) + y2(t).

Se sabe que y1(t), y2(t) e y3(t) deben satisfacer las ecuaciones diferenciales[
dy1(t)

dt

]2

+ y1(t) = 2u1(t), (1.11)[
dy2(t)

dt

]2

+ y2(t) = 2u2(t), (1.12)[
dy3(t)

dt

]2

+ y3(t) = 2u1(t) + 2u2(t). (1.13)

Reemplazando (1.11) y (1.12) en (1.13), se obtiene la igualdad[
dy3(t)

dt

]2

+ y3(t) =

[
dy1(t)

dt

]2

+

[
dy2(t)

dt

]2

+ y1(t) + y2(t). (1.14)
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Argumentando por contradicción, supongamos que y3(t) = y1(t)+y2(t). Reemplazando en (1.14),
se tiene [

d(y1(t) + y2(t))

dt

]2

+ y1(t) + y2(t) =

[
dy1(t)

dt

]2

+

[
dy2(t)

dt

]2

+ y1(t) + y2(t)[
dy1(t)

dt

]2

+ 2
dy1(t)

dt

dy2(t)

dt
+

[
dy2(t)

dt

]2

+ y1(t) + y2(t) =

[
dy1(t)

dt

]2

+

[
dy2(t)

dt

]2

+ y1(t) + y2(t)

=⇒ dy1(t)

dt

dy2(t)

dt
= 0. (1.15)

Dado que para señales de entrada u1(t) y u2(t) arbitrarias no necesariamente se cumple (1.15),
por contradicción, tenemos que la suposición y3(t) = y1(t) + y2(t) es incorrecta. Por ende,
y3(t) 6= y1(t)+y2(t), lo que implica que el sistema (1.9) no cumple la propiedad de superposición
en la entrada y por lo tanto no es lineal. �

1.5. Invariancia en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo si se cumple que

T〈x(0) = x0, u(t)〉 = y(t) =⇒ T〈x(τ) = x0, u(t− τ)〉 = y(t− τ), ∀τ > 0.

S

x(0) = x0

-- =⇒
invariancia
en el tiempo

S

x(τ) = x0

--
u(t) y(t) u(t− τ) y(t− τ)

Figura 1.2: Propiedad de invariancia en el tiempo.

Intuitivamente, un sistema es invariante en el tiempo si el sistema responde de igual forma
no importando cuando la entrada fue aplicada (en presencia de las mismas condiciones iniciales).

De aqúı en adelante, un sistema lineal e invariante en el tiempo se abrevia como sistema
LTI.

Ejercicio 1.5.1 (K) Determine si el siguiente sistema es o no invariante en el tiempo

y(t) = tu(t). (1.16)

Desarrollo. Consideremos la notación y(t) = T〈u(t)〉, donde se omite la condición inicial por
ser un sistema algebraico. Notemos que

T〈x0, u(t− τ)〉 = tu(t− τ)

y(t− τ) = (t− τ)u(t− τ) 6= T〈x0, u(t− τ)〉,

con lo cual se concluye que el sistema (1.16) es variante en el tiempo. �
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Ejercicio 1.5.2 (KK) Demuestre que el siguiente sistema es variante en el tiempo

dy(t)

dt
= tu(t), y(0) = y0. (1.17)

Desarrollo. En primer lugar, se determina T〈y(0) = y0, u(t)〉 expĺıcitamente resolviendo la
ecuación diferencial:

y(t) = T〈y(0) = y0, u(t)〉 = y0 +

∫ t

0
τu(τ)dτ.

Ahora se procede a determinar y(t− T ) como

y(t− T ) = y0 +

∫ t−T

0
τu(τ)dτ. (1.18)

Por otra parte, se calcula T〈y(T ) = y0, u(t− T )〉:

T〈y(T ) = y0, u(t− T )〉 = y0 +

∫ t

T
τu(τ − T )dτ.

Haciendo el cambio de variable x = τ − T , se obtiene

T〈y(T ) = y0, u(t− T )〉 = y0 +

∫ t−T

0
(x+ T )u(x)dx, (1.19)

con lo cual se ve que (1.18) y (1.19) no son iguales para todo T y para todo u(t), y por lo tanto
el sistema (1.17) es variante en el tiempo.
Nota: El lector puede comprobar que si se elimina el factor t de la parte derecha de la EDS en
(1.17), el sistema es invariante en el tiempo. �

1.6. Linealización

Anteriormente, se ha afirmado que prácticamente todos los sistemas reales son no lineales.
Para analizarlos, muchas veces conviene linealizarlos en algún punto de equilibrio, con lo cual
se establece una región donde el sistema tiene comportamiento similar a un sistema lineal. A
continuación se entrega una derivación sencilla que muestra cómo linealizar un sistema, y los
pasos expĺıcitos a seguir.

En general se tendrá una ecuación (EDO) no lineal de la forma

f1〈u(◦), y(◦)〉 = f2〈u(◦), y(◦)〉, (1.20)

donde f1, f2 son operadores no lineales, posiblemente dinámicos2. Siempre se puede expresar
(1.20) como

f〈u(◦), y(◦)〉 = 0 ⇐⇒ f(u, u′, u′′, . . . , y, y′, y′′, . . . ) = 0,

donde (·)′ denota la derivada de (·). Calculando serie de Taylor en torno a (uQ, yQ) hasta primer
grado:

f〈uQ, yQ〉+
∂f

∂u

∣∣∣∣
Q

(u− uQ) +
∂f

∂u′

∣∣∣∣
Q

(u′ − u′Q) + · · ·+ ∂f

∂y

∣∣∣∣
Q

(y − yQ) + · · · = 0,

2Esto simplemente quiere decir que f1 y f2 son ‘funciones’ de la entrada y salida, y posiblemente derivadas de
estas señales.
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donde se fuerza f〈uQ, yQ〉 = 0 en el punto de equilibrio, y se establecen las variaciones ∆u ,
u− uQ, ∆y , y − yQ, etc. Con esto, se ha construido una ecuación dinámica lineal en ∆u, ∆y.

Un detalle no menor es que la derivación se extiende naturalmente a sistemas discretos,
donde las ‘derivadas’ u′ e y′ se deben interpretar como adelantos o retrasos de estas señales,
según corresponda.

Para linear un sistema se recomienda seguir los siguientes pasos:

1. Identificar variables (señales).

2. Escribir estructura linealizada. Importante: derivadas (para tiempo continuo), y adelan-
tos/retrasos (para tiempo discreto) se consideran como otra variable.

3. Determinar punto(s) de equilibrio igualando derivadas a cero en caso de tiempo continuo,
e igualando los adelantos y retrasos de u[k] e y[k] a uQ e yQ respectivamente para el caso
de tiempo discreto.

4. Cálculo de las constantes ki =
∂y

∂x

∣∣∣∣
Q

.

Ejercicio 1.6.1 (KK, Problema 1.4. de [1]) Considere un sistema con entrada u(t) y salida
y(t), relacionados con la ecuación diferencial

dy(t)

dt
+
[
2 + 0,1(y(t))2

]
y(t) = 2u(t).

Determine los modelos linealizados para un punto de operación definido por yQ = 0,1. Repita
para yQ = 3.

Desarrollo. Para yQ = 0,1:

Variables:
dy(t)

dt
, y(t), u(t).

Estructura linealizada:

k1
∆y(t)

dt
+ k2∆y(t) = k3∆u(t).

Punto de equilibrio: Se debe resolver la ecuación algebraica no lineal[
2 + 0,1(yQ)2

]
yQ = 2uQ,

con lo cual se obtiene (uQ, yQ) = (0,10005, 1/10).

Cálculo de ki para i = 1, 2, 3:

k1 = 1

k2 = 2 + 0,3y2
Q = 2,003

k3 = 2,

con lo cual se obtiene el modelo linealizado

∆y(t)

dt
+ 2,003∆y(t) = 2∆u(t).
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Ahora, para yQ = 3, sólo se debe volver a calcular el punto de equilibrio y k2:[
2 + 0,1(yQ)2

]
yQ = 2uQ =⇒ (uQ, yQ) = (4,35, 3)

k2 = 2 + 0,3y2
Q = 4,7.

Por ende, el modelo linealizado en torno a este punto de operación es

∆y(t)

dt
+ 4,7∆y(t) = 2∆u(t). �

Ejercicio 1.6.2 (KK, Problema 1.10. de [1]) Construya, si es posible, un modelo lineal pa-
ra

y[k]− 0,2y[k − 1]y[k − 2] + 0,4y[k − 3] =
u[k − 1]

1 + 0,2(u[k − 2])2
, uQ = 1.

Desarrollo.

Variables: y[k], y[k − 1], y[k − 2], y[k − 3], u[k − 1], u[k − 2].

Estructura linealizada:

k1∆y[k] + k2∆y[k − 1] + k3∆y[k − 2] + k4∆y[k − 3] = k5∆u[k − 1] + k6∆u[k − 2].

Punto de equilibrio: Se debe resolver la ecuación algebraica no lineal

yQ − 0,2(yQ)2 + 0,4yQ =
uQ

1 + 0,2(uQ)2
, uQ = 1,

con lo cual se obtienen los puntos de equilibrio (uQ1, yQ1) =
(

1, 7
2 +

√
97
12

)
y (uQ2, yQ2) =(

1, 7
2 −

√
97
12

)
. A modo de ilustración, en este ejercicio sólo se estudiará la linealización

asociada a (uQ1, yQ1).

Cálculo de ki, i = 1, . . . , 6:

k1 = 1

k2 = −0,2yQ1 = − 7

10
− 1

5

√
97

12

k3 = −0,2yQ1 = − 7

10
− 1

5

√
97

12

k4 = 0,4

k5 =
1

1 + 0,2(uQ1)2
=

5

6

k6 = −uQ1
0,4uQ1

[1 + 0,2(uQ1)2]2
=
−5

18
.

Se concluye que el modelo linealizado es

∆y[k]−
(

7

10
+

1

5

√
97

12

)
∆y[k−1]−

(
7

10
+

1

5

√
97

12

)
∆y[k−2]+

4

10
∆y[k−3] =

5

6
∆u[k−1]− 5

18
∆u[k−2].

�
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Ejercicio 1.6.3 (KK) Obtenga la estructura lineal, las fórmulas de las constantes de lineali-
zación, punto de equilibrio para mQ = M y el modelo linealizado del sistema no lineal descrito
por

dp(t)

dt
= −[M +m(t)]g − kx(t)− b

M

(
p(t)− m(t)q(t)

A

)
− ρ

a
q2(t) (1.21)

dm(t)

dt
= ρq(t) (1.22)

dx(t)

dt
=
p(t)

M
− m(t)q(t)

MA
. (1.23)

Desarrollo.

Variables: m(t), x(t), p(t), q(t),
dp(t)

dt
,
dm(t)

dt
,
dx(t)

dt
.

Estructura linealizada:

d∆p(t)

dt
= k1∆m(t) + k2∆x(t) + k3∆p(t) + k4∆q(t)

d∆m(t)

dt
= k5∆q(t)

d∆x(t)

dt
= k6∆p(t) + k7∆m(t) + k8∆q(t).

Punto de equilibrio: A partir de (1.22), vemos que qQ = 0. Por (1.23), obtenemos pQ = 0.
Gracias a que mQ = M , la ecuación (1.21) conduce a xQ = −2Mg/k.

Cálculo de ki, i = 1, . . . , 8: Procediendo de la forma usual, calculamos

k1 = −g, k2 = −k, k3 = − b

M
, k4 =

b

A
,

k5 = ρ, k6 =
1

M
, k7 = 0, k8 = − 1

A
.

Entonces, el modelo linealizado en torno al punto de equilibrio calculado es

d∆p(t)

dt
= −g∆m(t)− k∆x(t)− b

M
∆p(t) +

b

A
∆q(t)

d∆m(t)

dt
= ρ∆q(t)

d∆x(t)

dt
=

1

M
∆p(t)− 1

A
∆q(t). �

Ejercicio 1.6.4 (KKK) Considere el circuito eléctrico de la Figura 1.3, donde la componente
en la parte derecha corresponde a una resistencia no lineal cuya curva voltaje-corriente está
dada por el gráfico adjunto.

Si R = 2[Ω], C = 0,5[F ] y u(t) = 8[V ], determine todos los puntos de equilibrio (vQ, iQ), y
linealice el sistema en cada punto de equilibrio obtenido, donde u(t) corresponde a la entrada y
v(t) a la salida.
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+

−

u(t)

R

C

i(t)

v(t)

+

−

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

v

i

Figura 1.3: Izquierda: circuito eléctrico con componente no lineal. Derecha: Gráfico voltaje-
corriente de esa componente.

Desarrollo. Si definimos i1(t) como la corriente por la resistencia R, tenemos por la ley de
voltajes de Kirchhoff que u(t) = Ri1(t) + v(t). Entonces, la ecuación caracteŕıstica del capacitor
conduce a

C
dv(t)

dt
= i1(t)− i(t) =

u(t)− v(t)

R
− i(t).

Por ende, en estado estacionario los puntos de equilibrio (vQ, iQ) deben satisfacer

8− vQ
2

= iQ.

Como los puntos de equilibrio deben satisfacer la curva caracteŕıstica de la resistencia no lineal,
éstos pueden ser encontrados intersectando curvas, como se muestra en la figura.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

v

i

Los siguientes puntos de equilibrio se obtienen:

(vQ1, iQ1) =

(
8

5
,
16

5

)
, (vQ2, iQ2) =

(
12

5
,
14

5

)
, (vQ3, iQ3) =

(
24

7
,
16

7

)
.

Si denotamos f(v) como la función que relaciona v(t) con i(t), el modelo linealizado en el punto
de equilibrio (vQ, iQ) está dado por

C
d

dt
∆v(t) =

(
− 1

R
− f(v)

dv

∣∣∣∣
v=vQ

)
∆v(t) +

1

R
∆u(t).
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Reemplazando apropiadamente, se llega a los siguientes tres sistemas linealizados:

Para (vQ1, iQ1) :
d

dt
∆v(t) = −5∆v(t) + ∆u(t),

Para (vQ2, iQ2) :
d

dt
∆v(t) = 5∆v(t) + ∆u(t),

Para (vQ3, iQ3) :
d

dt
∆v(t) = −7∆v(t) + ∆u(t).

Nota: Puede verse que (vQ1, iQ1) y (vQ3, iQ3) conducen a sistemas linealizados estables, mientras
que el sistema linealizado con (vQ2, iQ2) es inestable. Más aún, puede concluirse que (vQ1, iQ1)
y (vQ3, iQ3) son atractores, mientras que (vQ2, iQ2) es un repulsor. �

Ejercicio 1.6.5 (KK) A partir del diagrama de bloques3 de la figura, determine la ecuación
del sistema no lineal, lineaĺıcela en torno al punto de operación yQ = 3, y represéntela en un
diagrama de bloques.

u yDydDy/dtDu
1
s

1/4

2

2 3

Figura 1.4: Diagrama de bloques de sistema no lineal.

Desarrollo. Del diagrama de bloques, se puede obtener la siguiente ecuación diferencial no
lineal:

dy

dt
=
u2

2
−
√
y + 1. (1.24)

Al igualar la parte derecha de (1.24) a cero, se obtiene el punto de equilibrio (uQ, yQ) = (2, 3).
La ecuación linealizada del sistema es

d∆y

dt
= uQ∆u− 1

2
√
yQ + 1

∆y

= 2∆u− 1

4
∆y.

Esto se puede representar en el diagrama de bloques de Simulink4 de la Figura 1.5. �

3Ejercicios sobre diagramas de bloque se encuentran en el Caṕıtulo 5. Este problema es sólo para entender
linealización en un contexto un poco más práctico. Por si no lo ha estudiado antes, el bloque 1

s
corresponde a un

integrador.
4Note que se han sumado las constantes 2 y 3 en la entrada y salida respectivamente. Estos valores corresponden

al punto de equilibrio, y son necesarios para simular correctamente, pues ∆u(t) = u(t)− 2, ∆y(t) = y(t)− 3.
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u yDydDy/dtDu
1
s

1/4

2

2 3

Figura 1.5: Diagrama de bloques de sistema lineal.

1.7. Señales Fundamentales

A continuación se describen las señales fundamentales estudiadas a lo largo de este apunte.

Escalón Unitario (función de Heaviside): El escalón unitario en el instante t0 se
define como:

µ(t− t0) ,

{
1 si t ≥ t0,
0 si t < t0.

Impulso Unitario (delta de Dirac): El delta de Dirac satisface

δ(t− t0) = 0 ∀t 6= t0 con

∫ ∞
−∞

δ(t− t0)dt = 1.

También puede entenderse el delta de Dirac como la derivada del escalón unitario:

µ(t− t0)

dt
= δ(t− t0).

Rampa unitaria: La rampa unitaria se define como:

r(t− t0) ,

{
t− t0 si t ≥ t0,
0 si t < t0.

Note que
dr(t)

dt
= µ(t).

Exponencial: La función exponencial se define genéricamente como

f(t) = eαt,

con α = σ+jω ∈ C. Combinada con su complejo conjugado, se pueden formar sinusoidales
con amplitud exponencial, de la forma

f(t) = Aeσt sin(ωt+ β).

Esto permite obtener exponenciales reales (al hacer ω = 0) como también sinusoidales
puras (al hacer σ = 0).
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Único caso no análogo para tiempo discreto: El delta de Kronecker
Todas las señales anteriormente descritas se extienden naturalmente al caso de tiempo
discreto, salvo el impulso unitario. En vez de esta señal, se define el delta de Kronecker
como

δK [t− t0] ,

{
0 si t 6= t0,

1 si t = t0.

Ejercicio 1.7.1 (K, Problema 2.6. de [1]) Determine una expresión anaĺıtica, usando del-
tas de Dirac si es necesario, para la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1. f1(t) = sin
(
3t− π

3

)
µ
(
t− π

2

)
.

2. f2(t) = [r(t)− 2r(t− 2)]µ(−t+ 4).

Desarrollo.

1. Para f1(t): Aplicando derivada del producto y propiedades del delta de Dirac, se obtiene

df1(t)

dt
= 3 cos

(
3t− π

3

)
µ
(
t− π

2

)
+ sin

(
3t− π

3

)
δ
(
t− π

2

)
= 3 cos

(
3t− π

3

)
µ
(
t− π

2

)
+ sin

(
3π

2
− π

3

)
δ
(
t− π

2

)
= 3 cos

(
3t− π

3

)
µ
(
t− π

2

)
− 1

2
δ
(
t− π

2

)

=


0 si t < π

2 ,−1

2
δ(0) si t = π

2 ,

3 cos
(
3t− π

3

)
si t > π

2 .

2. Para f2(t): Nuevamente, aplicando derivada del producto y propiedades de la rampa, se
obtiene

df2(t)

dt
= [µ(t)− 2µ(t− 2)]µ(−t+ 4)− [r(t)− 2r(t− 2)]δ(−t+ 4)

= [µ(t)− 2µ(t− 2)]µ(−t+ 4)− [r(4)− 2r(2)]δ(−t+ 4)

=


1 si 0 ≤ t < 2,

−1 si 2 ≤ t < 4,

0 si (t < 0) ó (t ≥ 4).

�

Ejercicio 1.7.2 (KK) Obtenga una expresión expĺıcita para cada una de las señales de la Fi-
gura 1.6.
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0 5 10 15
0

1

2

3

4

0 2 4 6 8
-5

0

5

Figura 1.6: Señales f1(t) (izquierda), f2(t) (derecha).

Desarrollo.

Para f1(t): La señal presenta un retardo de dos unidades de tiempo. Después de este ins-
tante, la señal corresponde a una exponencial con exponente negativo, pues se estaciona
en un valor finito, a diferencia del exponente positivo, el cual provoca un crecimiento sin
ĺımite. Sabiendo que el valor final de f1(t) es 4, y se consigue una aproximación razona-
ble a este valor en 12 unidades de tiempo (correspondientes a 4 constantes de tiempo τ
aproximadamente), se deduce que la función puede escribirse como

f1(t) = 4
(

1− e
−(t−2)

3

)
µ(t− 2).

Nota: La constante de tiempo también puede estimarse (de forma más precisa) con la
tangente de la función en t = 2. Sin considerar el retardo, la constante de tiempo corres-
ponde aproximadamente al punto en el eje temporal en donde la tangente alcanza el valor
final de la función.

Para f2(t): Por la forma, se deduce de inmediato que la función es una sinusoidal con
envolvente exponencial. Notando que el punto máximo de la sinusoidal se encuentra en
t = 0, puede considerarse la parte sinusoidal como un coseno sin retardo, con amplitud 5.
Dado que el segundo valle se produce exactamente en t = 1, el cual corresponde a cos(3π),
se deduce que ω = 3π. Finalmente, al dibujar la envolvente de la señal se puede ver que la
constante de tiempo de la exponencial es aproximadamente 2. Con esto, se concluye que

f2(t) = 5e−
t
2 cos(3πt). �

Ejercicio 1.7.3 (KK) Encuentre la expresión anaĺıtica para cada una de las señales de la Fi-
gura 1.7, y la integral de éstas. Además, grafique la integral de cada señal.
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−1 1 2 3 4 5 6

1
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5

t

f1(t)

−1 1 2 3

0,5

1

t

f2(t)

Figura 1.7: Señales compuestas.

Desarrollo.

Para f1(t): Observando la gráfica, notamos que

f1(t) = 4µ(t)− 2r(t) + 2r(t− 1) + µ(t− 3)− 3

2
r(t− 3) +

3

2
r(t− 5)

=


4− 2t si 0 ≤ t < 1,

2 si 1 ≤ t < 3,
15
2 − 3t

2 si 3 ≤ t < 5,

0 en otro caso.

Por lo tanto, la integral de la señal pedida es5

∫ t

−∞
f1(τ)dτ =



0 si t < 0,

4t− t2 si 0 ≤ t < 1,

2t+ 1 si 1 ≤ t < 3,

−3
4 t

2 + 15
2 t− 35

4 si 3 ≤ t < 5,

10 si t ≥ 5.

Para f2(t): Observando la gráfica, vemos que

f2(t) = r(t)− 3r(t− 1) + 2r

(
t− 3

2

)
+ µ

(
t− 3

2

)

=


0 si t < 0,

t si 0 ≤ t < 1,

3− 2t si 1 ≤ t < 3
2 ,

1 si t ≥ 3
2 .

5Una forma de comprobar estos resultados es evaluar en los puntos t = 1, 3, 5 y comparar con el área bajo la
curva de la Figura 1.7. Además, debe cumplirse que la integral de una señal es una función continua (a no ser
que f(t) se componga de algún delta de Dirac, lo cual no es el caso acá).
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Por lo tanto, la integral de la señal f2(t) es

∫ t

−∞
f2(τ)dτ =


0 si t < 0,
t2

2 si 0 ≤ t < 1,

−t2 + 3t− 3
2 si 1 ≤ t < 3

2 ,

t− 3
4 si t ≥ 3

2 .

Finalmente, las señales graficadas se encuentran en la Figura 1.8. �

−1 1 2 3 4 5 6

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

t

f1(t)

−1 1 2 3

1

2

3

t

f2(t)

Figura 1.8: Integral de las señales f1(t) y f2(t).



Caṕıtulo 2

Análisis Temporal

Este caṕıtulo revisa algunos conceptos de ecuaciones diferenciales y ecuaciones recursivas.
Estas ecuaciones son base para el análisis de sistemas lineales en tiempo continuo y discreto res-
pectivamente, dado que cualquier sistema LTI se puede expresar como un sistema de ecuaciones
diferenciales o recursivas.

Primero se analiza la solución de estos sistemas, y las propiedades que se observan gracias
a la linealidad e invariancia. Luego se estudia la respuesta a escalón unitario, la cual otorga
una caracterización de un sistema LTI. Finalmente, se revisa la operación convolución, la cual
permite obtener la respuesta de un sistema LTI frente a una señal de entrada arbitraria.

2.1. Ecuación Diferencial del Sistema (EDS)

La Ecuación Diferencial de un Sistema (EDS) es un modelo dinámico que describe una
relación fundamental sobre ciertas combinaciones de la entrada, salida, y algunas derivadas de
ambas señales.
La solución de la EDS (respuesta del sistema), tiene 2 componentes:

1. Componente homogénea o natural yh(t): Captura la naturaleza intŕınsica del sistema. Se
obtiene resolviendo la EDS con u(t) ≡ 0. Depende de las condiciones iniciales.

2. Componente particular o forzada yp(t): Captura la respuesta del sistema que depende
únicamente de la entrada. Es decir, no depende de las condiciones iniciales.

Una forma alternativa es expresar la respuesta como la suma entre la respuesta a condiciones
iniciales yx(t) = T〈x0, 0〉 y la respuesta a est́ımulo yu(t) = T〈0, u(t)〉. Se tiene y(t) = T〈x0, 0〉+
T〈0, u(t)〉 = yx(t) + yu(t) = yh(t) + yp(t). Note que las condiciones iniciales se incorporan de
forma distinta en ambos métodos.

De estas definiciones, se desprenden los conceptos de modos naturales y forzados. Un pequeño
resumen de esto se encuentra a continuación:

yh(t) yp(t) yx(t) yu(t)

Modos naturales X X X
Modos forzados X X

Los sistemas lineales exhiben ganancias distintas para modos forzantes distintos. Esto es clave
para el análisis y diseño de sistemas.

20
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Ejercicio 2.1.1 (KKK) Determine la EDS que relaciona la entrada vf (t) con la salida vc(t)
del circuito de la Figura 2.1, y estudie sus soluciones. Posteriormente, obtenga vc(t) para vf (t) =
µ(t), R = 3[Ω], C = 1/2[F ], L = 1[H], sujeto a las condiciones iniciales vc(0) = −1, dvc(0)/dt =
1. Además, descomponga la solución en componentes particular y homogénea, y respuesta a
condiciones iniciales y a est́ımulo.

−
+vf (t)

iL(t) L R

C

+

−
vc(t)

Figura 2.1: Circuito RLC.

Desarrollo. Por la ley de voltajes de Kirchhoff, y luego reemplazando por las ecuaciones propias
de cada componente, se tiene

vf (t) = vL(t) + iL(t)R+ vc(t)

= L
diL(t)

dt
+RC

dvc(t)

dt
+ vc(t)

con lo cual se obtiene la ecuación diferencial1

vf (t) = LC
d2vc(t)

dt2
+RC

dvc(t)

dt
+ vc(t). (2.1)

Encontramos la solución de la ecuación homogénea a través del polinomio caracteŕıstico:

LCλ2 +RCλ+ 1 = 0

=⇒ λ =
−RC ±

√
R2C2 − 4LC

2LC
.

Aqúı es posible proponer algunos ejemplos para ilustrar distintas formas t́ıpicas de la solución
homogénea:

R = 3[Ω], C = 1/2[F ], L = 1[H]: La solución homogénea es

vch(t) = C1e
−t + C2e

−2t.

Es decir, 2 exponenciales decrecientes. Se puede demostrar que no es posible obtener una
exponencial creciente, pues RC >

√
R2C2 − 4LC para todo R,L,C > 0 tal que el

argumento de la ráız sea positivo (¡Esto f́ısicamente tiene mucho sentido!).

R = 0[Ω], C = 1[F ], L = 1[H]: La solución homogénea es

vch(t) = C1e
jt + C2e

−jt

= C1 cos(t) + C2 sin(t).

1Note que las condiciones iniciales están comúnmente dadas por vc(0) = vc0, e iL(0) = iL0. Esta última puede
dejarse expresada en función de vc como dvc(0)/dt = iL(0)/C.
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En este caso, la solución homogénea para condiciones iniciales distintas de cero NO con-
verge a cero a medida que t→∞. Dado que no hay una componente disipativa de enerǵıa,
la enerǵıa inicial dada por las condiciones iniciales se conserva en el sistema para siempre.

R = 1[Ω], C = 1[F ], L = 1[H]: La solución homogénea es

vch(t) = C1e
− t

2 sin

(√
3

2
t

)
+ C2e

− t
2 cos

(√
3

2
t

)
,

con lo cual se obtienen exponenciales complejas, que decaen a cero a medida que t→∞.

R = 2[Ω], C = 1[F ], L = 1[H]: La solución homogénea es

vch(t) = C1e
−t + C2te

−t.

El autovalor asociado es λ1 = λ2 = −1, lo cual implica que se tiene un modo natural con
multiplicidad 2. Las soluciones nuevamente son estables, pues ĺımt→∞ te

−t = 0.

Ahora, obtengamos la respuesta a escalón del sistema dado por (2.1) para R = 3[Ω], C = 1/2[F ],
L = 1[H], sujeto a las condiciones iniciales vc(0) = −1, dvc(0)/dt = 1. Para esto, determinaremos
las componentes de la respuesta a escalón por separado. Partimos con componentes particular
y homogénea.

vcp(t): Analicemos una solución constante de la forma vcp(t) = P . Debe cumplirse

vcp(t) = P = 1.

vch(t): Haciendo u ≡ 0, resolvemos la ecuación homogénea, obteniéndose

vch(t) = C1e
−t + C2e

−2t.

Por lo tanto, se tiene como solución

vc(t) = vcp(t) + vch(t) = 1 + C1e
−t + C2e

−2t.

Imponiendo las condiciones iniciales, se obtiene finalmente que

vc(t) = vcp(t) + vch(t) = 1− 3e−t + e−2t.

Ahora obtengamos la respuesta a condiciones iniciales vcx(t) y la respuesta a est́ımulo vcu(t).

vcx(t): La respuesta a entrada cero y condiciones iniciales vc(0) = −1, dvc(0)/dt = 1 es

vcx(t) = −e−t.

vcu(t): Haciendo u = 1, resolvemos la ecuación para condiciones iniciales iguales a cero.
Resolvemos la ecuación homogénea y la particular para este caso, obteniéndose como
solución

vcu(t) = 1− 2e−t + e−2t.

Entonces, la solución general se expresa como

vc(t) = vcx(t) + vcu(t) = 1− 3e−t + e−2t.
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En resumen, se han obtenido los siguientes resultados:

vch(t) vcp(t) vcx(t) vcu(t)

Modos naturales −3e−t + e−2t −e−t −2e−t + e−2t

Modos forzados 1 1

�

2.2. Estabilidad y Velocidad

Intuitivamente, un sistema lineal es estable si para toda entrada acotada, se tiene salida
acotada (estabilidad BIBO). Matemáticamente, esto significa que todos los modos naturales del
sistema caen asintóticamente a cero. Esto se consigue en el caso de sistemas de tiempo continuo
si y sólo si la parte real de cada frecuencia natural es estrictamente menor a cero.

Por otra parte, la velocidad de un sistema guarda relación con el tiempo relativo en que de-
caen los modos naturales. El modo dominante de un sistema es aquel que decae más lentamente,
y la tasa de decaimiento depende de la parte real de la frecuencia natural. Los sistemas son más
rápidos cuanto más alejados del eje imaginario están sus frecuencias naturales dominantes.

Ejercicio 2.2.1 (KK, Problema 3.5 de [1]) La ecuación caracteŕıstica de un sistema de tiem-
po continuo está dada por

λ2 + αλ+ 4 = 0. (2.2)

Determine el rango de valores de α que hacen estable al sistema (2.2), y dentro de ese rango
determine el valor de α de modo que el sistema sea lo más rápido posible.

Desarrollo. En primer lugar, determinamos los polos o valores propios del sistema:

λ1 =
−α+

√
α2 − 16

2
, λ2 =

−α−
√
α2 − 16

2
.

Se debe tener Re{λ1} < 0 y Re{λ2} < 0. Sumando ambas ecuaciones, se deduce que debe tenerse
α > 0.

Para 0 < α ≤ 4, se tiene α2 − 16 ≤ 0 y por ende Re{λ1} = Re{λ1} = −α
2 < 0.

Para α > 4, se tiene Re{λ2} < 0 y sólo se necesita ver si λ1 < 0, lo cual se puede comprobar
con álgebra elemental.

Por ende, para estabilidad es necesario y suficiente que α > 0.

Nota: Como caso general, puede demostrarse que si la ecuación caracteŕıstica de un sistema
de tiempo continuo está dada por λ2+αλ+β = 0, el sistema será estable si y sólo si α > 0 y β > 0.

Ahora, para determinar el valor de α donde se consigue mayor velocidad, se debe calcular

máx
α>0

mı́n{|Re{λ1(α)}|, |Re{λ2(α)}|}.
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Sabiendo que

mı́n{|Re{λ1(α)}|, |Re{λ2(α)}|} =


α

2
si 0 < α ≤ 4,

α−
√
α2 − 16

2
si α > 4,

se deduce que para α = 4 se tiene velocidad máxima, es decir, para α = 4 los autovalores se
encuentran ambos lo más alejado posible del eje imaginario.

Esto se puede ver con una perspectiva geométrica en la Figura 2.2. En azul se encuentran los
posibles valores reales del par de polos (λ1, λ2). La intersección de cada recta con la hipérbola
λ1λ2 = 4 entrega los valores de λ1 y λ2 que satisfacen la ecuación caracteŕıstica con α = 4, 5, 6
respectivamente. Note que con α = 4 se consigue que el mı́nimo autovalor (en módulo) sea
el mayor posible. Interesantemente, también se puede ver que si −4 < α < 4, las rectas no
intersectan a la hipérbola, lo cual confirma que los autovalores para este rango de α serán
números complejos.

-6 -4 -2 0 2 4 6

1

-6

-4

-2

0

2

4

6

2

Figura 2.2: Diagrama que entrega la ubicación de las ráıces de la ecuación caracteŕıstica para
los valores α = 4, 5, 6.

Nota: En la práctica, es probable que con otra configuración de polos (complejos conjugados),
se pueda obtener una respuesta a escalón o a impulso más rápida, en cuanto a que ésta se acerca
comparativamente en menor tiempo a valores cercanos al valor final, pero a costa de incluir
factores oscilatorios y/o overshoot/undershoot. �

Ejercicio 2.2.2 (K) Se calculan los polos de dos sistemas y se dibujan en el plano complejo,
como se muestra en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Configuración de frecuencias naturales de dos sistemas.

Determine los modos naturales de cada sistema, y las frecuencias dominantes en cada caso.
¿Cuál de los dos sistemas es más rápido?

Desarrollo.

Para Sistema 1: Los polos del sistema se encuentran aproximadamente en (λ1, λ2, λ3, λ4) =
(−2,−2/5,−2/5 + 3j/2,−2/5− 3j/2). Por lo tanto, los modos naturales asociados son

uλ1 = e−2t, uλ2 = e−
2t
5 , uλ3,4 = e−

2t
5 sin

(
3

2
t

)
, uλ3,4 = e−

2t
5 cos

(
3

2
t

)
.

Observando la figura, notamos que los polos más cercanos al eje imaginario son −2/5±3j/2
y −2/5. Por ende, las frecuencias dominantes corresponden a λ = −2/5±3j/2 y λ = −2/5.

Para Sistema 2: Los polos del sistema se encuentran en (λ1, λ2, λ3) = (−7/2,−5/2 + j,−5/2− j).
Por lo tanto, los modos naturales asociados son

uλ1 = e−
7
2
t, uλ2 = e−

5
2
t sin(t), uλ3 = e−

5
2
t cos(t).

Observando la figura, observamos que los polos más cercanos al eje imaginario son −5/2±j.
Por lo tanto, las frecuencias dominantes corresponden a λ = −5/2± j.

Finalmente, al comparar ambos polos dominantes se concluye que el sistema 2 es más rápido,
pues su modo natural más lento converge más rápido que el modo más lento del sistema 1. �

2.3. Respuesta a escalón unitario

La respuesta a escalón de un sistema lineal entrega información para caracterizar el compor-
tamiento de éste frente a una entrada arbitraria. Veremos en los próximos ejercicios que se puede
obtener la EDS a partir de la respuesta a escalón, y estudiaremos cómo se obtiene la respuesta
a escalón a partir de la EDS.
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Ejercicio 2.3.1 (K) La EDS de un sistema LTI está dada por

d2y(t)

dt2
+ 3

dy(t)

dt
+ 2y(t) = u(t).

Determine la respuesta a escalón unitario, si las condiciones iniciales del sistema son cero.

Desarrollo. El modo forzante es simplemente una constante. Reemplazando en la EDS, obte-
nemos

yp(t) =
1

2
. (2.3)

Por otra parte, los modos naturales están dados por la ecuación caracteŕıstica del sistema

λ2 + 3λ+ 2 = 0,

con la cual se concluye que λ1 = 1, λ2 = 2. Esto indica que la respuesta a escalón del sistema es
de la forma

y(t) =
1

2
+ c1e

−t + c2e
−2t.

Las constantes se pueden determinar a partir de las condiciones iniciales:

y(0) = 0 =⇒ c1 + c2 = −1

2
,

dy(0)

dt
= 0 =⇒ c1 + 2c2 = 0.

Estas dos ecuaciones llevan a c1 = −1, c2 = 1/2, con lo cual se concluye que2

y(t) =

(
1

2
− e−t +

1

2
e−2t

)
µ(t). �

Ejercicio 2.3.2 (K) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un escalón
unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) está dada por

g(t) = 1− e−t − te−t ∀t ≥ 0. (2.4)

Determine la EDS, y calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.

Desarrollo. Dado que se tienen condiciones iniciales iguales a cero, la respuesta del sistema
estará dada por el modo forzado asociado a u = µ(t), y los modos naturales que se encargan de
forzar condiciones iniciales cero.

La componente de g(t) asociada al modo constante es 1. Por ende, en la EDS debe cumplirse
a0 = b0. Luego, observando los modos naturales asociados a la respuesta a est́ımulo, y suponiendo
que no existen cancelaciones polo-cero, se tiene un polo en -1 con multiplicidad 2. Por ende, la
ecuación caracteŕıstica es de la forma

(λ+ 1)2 = λ2 + 2λ+ 1 = 0.

2Se asume que y(t) = 0 para t < 0. En rigor, las condiciones iniciales se imponen sobre y(0−) e dy(0−)/dt, las
cuales para este problema son iguales a y(0+) e dy(0+)/dt, respectivamente.
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Con esta información, y sabiendo que a0 = b0, se concluye que la EDS de segundo grado es

d2y(t)

dt2
+ 2

dy(t)

dt
+ y(t) = u(t).

Puede comprobarse que la respuesta a est́ımulo satisface g(0) = g′(0) = 0. Además, si se
resuelve la EDS obtenida con u(t) = µ(t) y condiciones iniciales iguales a cero se obtiene (2.4),
concluyéndose que el resultado es correcto.

Finalmente, dado que el sistema es LTI, la respuesta a impulso unitario se determina deri-
vando la respuesta a escalón:

h(t) =
dg(t)

dt
= te−t.

Nota: Con las técnicas de transformada de Laplace posteriormente estudiadas en este curso se
puede resolver este ejercicio de forma más sencilla y directa. �

Ejercicio 2.3.3 (KKK) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un es-
calón unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) está dada por

g(t) =
1

2
+

1

2
e−4t − e−t ∀t ≥ 0. (2.5)

Determine la EDS, y calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.

Desarrollo. Este problema se resolverá de 2 formas distintas.

Primer método: La forma estándar de resolver este ejercicio es acudiendo a los conceptos
de modos naturales, linealidad e invarianza en el tiempo. Notando que 1/2 corresponde a
la respuesta forzada, los modos naturales deben ser e−t y e−4t. Los polos asociados a estos
modos satisfacen la ecuación caracteŕıstica

(λ+ 1)(λ+ 4) = λ2 + 5λ+ 4 = 0.

Con esta información, se tiene la EDS con condiciones iniciales cero

d2g0(t)

dt2
+ 5

dg0(t)

dt
+ 4g0(t) = u(t). (2.6)

Conviene escribir la respuesta a escalón este sistema con condiciones iniciales cero co-
mo g0(t) = T〈0, µ(t)〉. Podemos determinar g0(t) de forma expĺıcita, de forma similar al
Ejercicio 2.3.1:

g0(t) =
1

4
− e−t

3
+
e−4t

12
.

En primer lugar interesa saber si existe un b0 tal que g(t) = T〈0, b0µ(t)〉. Es fácil notar que
esto no es posible, pues se llega a una contradicción en las ecuaciones formadas. Entonces,
se propone g(t) = T〈0, b0µ(t) + b1

dµ(t)
dt 〉. Por linealidad e invarianza en el tiempo, se puede
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expresar esta relación como

g(t) = T

〈
0, b0µ(t) + b1

dµ(t)

dt

〉
= b0T〈0, µ(t)〉+ b1T

〈
0,
dµ(t)

dt

〉
= b0g0(t) + b1

dg0(t)

dt

=
b0
4
− b0e

−t

3
+
b0e
−4t

12
+
b1e
−t

3
− b1e

−4t

3
.

Comparando con (2.5), se deduce que b0 = 2, b1 = −1. Por lo tanto, la EDS corresponde
a

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 4y(t) = 2u(t)− du(t)

dt
.

En cuanto a la respuesta a impulso, ésta se determina de igual forma que el ejercicio
anterior, obteniéndose

h(t) =
dg(t)

dt
= −2e−4t + e−t.

Nota: Este método es el más fácil de entender. Sin embargo, requiere algunos cálculos
(como determinar la respuesta a escalón del sistema (2.6)) que el método 2 no necesita.
Estudiaremos el segundo método a continuación.

Segundo método: La respuesta del sistema estará dada por el modo forzado asociado a
u = µ(t), y los modos naturales. Dado que la componente de g(t) asociada directamente
al modo constante es 1/2, en la EDS debe cumplirse que a0 = 2b0. Luego, observando
los modos naturales asociados a la respuesta a est́ımulo, y suponiendo que no existen
cancelaciones tipo polo-cero, se tiene λ1 = −4, λ2 = −1. Estos polos satisfacen la ecuación
caracteŕıstica

(λ+ 1)(λ+ 4) = λ2 + 5λ+ 4 = 0.

Con esta información, y sabiendo que a0 = 2b0, se propone la EDS

d2g1(t)

dt2
+ 5

dg1(t)

dt
+ 4g1(t) = 2u(t).

Pero, si se desea encontrar la respuesta a escalón de este sistema, se obtiene que g1(t) =
1/2 + e−4t/6− 2e−t/3, la cual no coincide con (2.5). Además, de (2.5) puede comprobarse
que g(0) = 0, pero g′(0) = −1 6= 0. ¿Qué sucede?

El error está en la EDS. Dado que los modos naturales son correctos, el error únicamente
puede ser en la parte de la EDS asociada al est́ımulo. Por esto, se propondrá estudiar la
EDS

d2g(t)

dt2
+ 5

dg(t)

dt
+ 4g(t) = 2u(t) + b1

du(t)

dt
, (2.7)

donde b1 ∈ R.
El “truco” está en las condiciones iniciales: éstas se definen para justo antes del comienzo,
es decir, en t = 0−. Por otra parte, la respuesta obtenida es solamente válida desde
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cero en adelante. Al calcular g(0) y g′(0) en realidad se está determinando los valores
inmediatamente posteriores al cero, es decir, en t = 0+. Por ende, sabiendo que existe una
discontinuidad de la derivada de g(t) en t = 0, se procede a integrar la expresión (2.7),
con u(t) = µ(t), a ambos lados desde τ = 0− hasta τ = t:∫ t

0−

d2g(τ)

dτ2
dτ + 5

∫ t

0−

dg(τ)

dτ
dτ + 4

∫ t

0−

g(τ)dτ = 2

∫ t

0−

µ(τ)dτ + b1

∫ t

0−

dµ(τ)

dτ
dτ

dg(t)

dt
− dg(0−)

dt
+ 5g(t)− 5g(0−) + 4

∫ t

0−

g(τ)dτ = 2r(t) + b1µ(t)− b1µ(0−)

dg(t)

dt
+ 5g(t) + 4

∫ t

0−

g(τ)dτ = 2r(t) + b1µ(t).

Evaluando en t = 0+:

dg(0+)

dt
+ 5g(0+) + 4

∫ 0+

0−

g(τ)dτ = 2r(0+) + b1µ(0+). (2.8)

Dado que g(t) no presenta delta de Dirac en cero, la integral de g(τ) en (2.8) vale cero.
Finalmente, reemplazando los valores de g(0+) y g′(0+) por 0 y −1 respectivamente, se
obtiene b1 = −1. Aśı, la EDS obtenida es

d2g(t)

dt2
+ 5

dg(t)

dt
+ 4g(t) = 2u(t)− du(t)

dt
,

la cual cumple con todo lo pedido. Para comprobar, el lector puede determinar la respuesta
a escalón del sistema con EDS (2.9) con condiciones iniciales cero.

Nota: Para más detalles relacionados con el manejo de las condiciones iniciales y la Trans-
formada de Laplace (contenido posterior), se recomienda estudiar [2]. �

Ejercicio 2.3.4 (KK) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un escalón
unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) está dada por

g(t) = −1 + 2t+ e−t ∀t ≥ 0. (2.9)

Determine la EDS.

Desarrollo. Al igual que los ejercicios anteriores, se deben obtener los modos naturales del
sistema. Notemos que hay una componente rampa en la respuesta a escalón. Ésta debe producirse
por un modo natural resonante λ = 0. Dado que el sistema tiene un valor propio asociado
exactamente a la frecuencia del escalón, al tener como entrada un escalón se produce el fenómeno
de resonancia en la salida.

Los autovalores son λ1 = 0 y λ2 = −1. Éstos satisfacen la ecuación caracteŕıstica

λ(λ+ 1) = 0

λ2 + λ = 0.

Aśı, una opción para la EDS es

d2y(t)

dt2
+
dy(t)

dt
= u(t).
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Resolviendo esta ecuación diferencial para u(t) = µ(t):

g0(t) = c1 + t+ c2e
−t.

Imponiendo las condiciones iniciales g0(0) = dg0(0)/dt = 0, se obtiene

g0(t) = −1 + t+ e−t.

Ahora, observamos que no existe α ∈ R tal que αg0(t) = g(t). Entonces, se debe ver si es posible

encontrar valores de α y β tal que αg0(t) + β dg0(t)
dt = g(t). Es decir,

−α+ αt+ αe−t + β − βe−t = −1 + 2t+ e−t, (2.10)

de donde se obtiene que α = 2, β = 1 satisfacen (2.10). Por lo tanto, la EDS es

d2y(t)

dt2
+
dy(t)

dt
=
du(t)

dt
+ 2u(t). �

Ejercicio 2.3.5 (KK, Problema 3.9. de [1]) La ecuación diferencial de un sistema está da-
da por:

d2y(t)

dt2
+ 7

dy(t)

dt
+ 12y(t) = −du(t)

dt
+ 2u(t).

Calcule la ganancia del sistema para los siguientes modos: u1(t) = e−2t, u2(t) = 1 y u3(t) =
cos(3t).

Desarrollo.

Para u1(t): Suponiendo que la respuesta forzada frente a esta excitación es de la forma
yu1(t) = Ae−2t, reemplazando se tendrá

4Ae−2t − 14Ae−2t + 12Ae−2t = 2e−2t + 2e−2t

=⇒ 4A− 14A+ 12A = 2 + 2

=⇒ A = 2,

por lo tanto la ganancia para este modo es A = 2.

Para u2(t): Suponiendo que la respuesta forzada frente a esta excitación es de la forma
yu2(t) = B, reemplazando se tendrá

12B = 2

=⇒ B =
1

6
,

por lo tanto la ganancia para este modo es B = 1/6.

Para u3(t): Sabiendo que cos(3t) = (e3jt + e−3jt)/2, por linealidad podemos escribir la
respuesta frente a esta excitación como yu3 = Ce3jt +De−3jt. Entonces, reemplazando en
la EDS

−9Ce3jt−9De−3jt+7(3Cje3jt−3Dje−3jt)+12(Ce3jt+De−3jt) =
−3je3jt

2
+

3je−3jt

2
+e3jt+e−3jt.
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Para que se cumpla esta igualdad para todo t ≥ 0, se debe cumplir

−9Ce3jt + 21Cje3jt + 12Ce3jt =
−3je3jt

2
+ e3jt

=⇒ C(3 + 21j) =
−3j

2
+ 1

=⇒ C =
−3j

2 + 1

3 + 21j
.

Además, juntando los términos con e−3jt, también debe cumplirse

−9De−3jt − 21Dje−3jt + 12De−3jt =
3je−3jt

2
+ e−3jt

=⇒ D(3− 21j) =
3j

2
+ 1

=⇒ D =
3j
2 + 1

3− 21j
.

Nótese que D = C, donde ∗ es el complejo conjugado de ∗. Finalmente, es posible expresar
la respuesta como

yu3 =
2Ce3jt + 2Ce−3jt

2

= |2C|e
3jt+∠C + e−3jt−∠C

2
= |2C| cos(3t+ ∠C)

=

√
13

450
cos

[
3t+ arctan

(
−3

2

)
− arctan

(
21

3

)]
.

Nota: La interpretación del resultado es importante. La señal cosenoidal de entrada queda afec-
tada en magnitud y en fase. El número complejo C, determinado con la entrada e3jt, determina
ambos parámetros. Extendiendo este argumento, resulta natural analizar la respuesta frente a
u(t) = ejωt, donde ω ∈ R. En ese caso, la ganancia compleja dependerá de la frecuencia ω, y
contiene toda la información de la respuesta del sistema frente a sinusoidales. Esta función com-
pleja C(ω) se conoce como Respuesta en Frecuencia (posteriormente denotada como H(jω)), y
será estudiada en el caṕıtulo 3 de este apunte. �

2.4. Cálculo de la respuesta de la EDS v́ıa Convolución

A continuación veremos una rápida e informal deducción de la operación que permite obtener
la salida de un sistema lineal frente a una entrada arbitraria. Primero, notamos que se puede
aproximar una función causal f(t) por3

f(t) ≈
∞∑
i=0

f(i∆)

[
µ(t− i∆)− µ(t− i∆−∆)

∆

]
∆,

3Note que esto corresponde a una aproximación ‘escalonada’ de la función f(t). ¡Dibuje para convencerse!
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donde ∆ es un número positivo pequeño. Sabiendo que
[
µ(t−i∆)−µ(t−i∆−∆)

∆

]
−−−→
∆→0

δ(t − τ), se

puede demostrar que

f(t) =

∫ ∞
0

f(τ)δ(t− τ)dτ.

Si el sistema es LTI, la entrada f(i∆)δ(t−i∆)∆ producirá la salida f(i∆)h(t−i∆)∆, donde h(t)
es la respuesta a impulso del sistema. Entonces, al hacer ∆ → 0, la respuesta y(t) del sistema
LTI para f(t) causal es

y(t) =

∫ ∞
0

f(τ)h(t− τ)dτ , f(t) ∗ h(t). (2.11)

En resumen, con la respuesta a impulso h(t) del sistema, es posible encontrar por convolución la
salida del sistema LTI con condiciones iniciales cero, frente a una señal de entrada f(t) arbitraria.

Ejercicio 2.4.1 (K) Sean f(t) y g(t) dos funciones causales reales, y h(t) = f(t) ∗ g(t). De-
muestre las siguientes propiedades:

Simetŕıa: f(t) ∗ g(t) = g(t) ∗ f(t).

Invariancia: f(t− t0) ∗ g(t) = h(t− t0), donde t0 > 0.

Linealidad: Sean f1(t), f2(t) son funciones causales reales, y a, b números reales. Si h1(t) =
f1(t) ∗ g(t) y h2(t) = f2(t) ∗ g(t) entonces (af1(t) + bf2(t)) ∗ g(t) = ah1(t) + bh2(t).

Desarrollo. Todas las demostraciones se basan en la definición en (2.11).

Simetŕıa:

f(t) ∗ g(t) =

∫ ∞
0

f(τ)g(t− τ)dτ

=

∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

(t−τ=s)
= −

∫ 0

t−s
g(s)f(t− s)ds

= g(t) ∗ f(t).

Invariancia:

f(t− t0) ∗ g(t) =

∫ ∞
0

f(τ − t0)g(t− τ)dτ

=

∫ ∞
t0

f(τ − t0)g(t− τ)dτ

(τ−t0=s)
=

∫ ∞
0

f(s)g(t− t0 − s)ds

= h(t− t0).
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Linealidad:

(af1(t) + bf2(t)) ∗ g(t) =

∫ ∞
0

(af1(τ) + bf2(τ))g(t− τ)dτ

= a

∫ ∞
0

f1(τ)g(t− τ)dτ + b

∫ ∞
0

f2(τ)g(t− τ)dτ

= ah1(t) + bh2(t). �

Ejercicio 2.4.2 (K) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un impulso
unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e−2tµ(t). Usando convolución calcule la respuesta
del sistema a una entrada u(t) = e−3tµ(t) y condiciones iniciales cero.

Desarrollo. Desarrollando la convolución definida en (2.11), se tiene

y(t) = h(t) ∗ u(t)

=

∫ ∞
0

h(τ)u(t− τ)dτ

=

∫ ∞
0

e−2τe−3(t−τ)µ(t− τ)dτ

= e−3t

∫ t

0
eτdτ

= (e−2t − e−3t)µ(t).

Nota: El resultado anterior también se puede deducir con herramientas de la transformada de
Laplace, contenido estudiado en el Caṕıtulo 4. �

Ejercicio 2.4.3 (KKK) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un im-
pulso unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e−tµ(t). Usando convolución calcule la
respuesta y(t) del sistema a una entrada tipo onda cuadrada

u(t) =

{
1 si 2k ≤ t < 2k + 1, k ∈ N0,

0 en otro caso
(2.12)

y condiciones iniciales cero. Posteriormente, determine y(2) e y(3), y determine el ĺımite de la
secuencia y(0), y(2), y(4), .... ¿Es el mismo ĺımite que para la secuencia de instantes impares de
tiempo?

Desarrollo. Primero, se escribe u(t) de forma conveniente como

u(t) =
∞∑
k=0

[µ(t− 2k)− µ(t− 2k − 1)]. (2.13)

Ahora, desarrollamos un cálculo auxiliar:

h(t) ∗ µ(t) =

∫ ∞
0

h(τ)µ(t− τ)dτ

=

∫ t

0
e−τdτ

= (1− e−t)µ(t).
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Entonces, gracias a las propiedades de simetŕıa, invariancia y linealidad demostradas en el ejer-
cicio 2.4.1, desarrollamos la convolución

y(t) = h(t) ∗ u(t)

=

∞∑
k=0

[h(t) ∗ µ(t− 2k)− h(t) ∗ µ(t− 2k − 1)]

=

∞∑
k=0

[(1− e−(t−2k))µ(t− 2k)− (1− e−(t−2k−1))µ(t− 2k − 1)]. (2.14)

Los siguientes valores se pueden calcular a partir de (2.14):

y(2) = (1− e−2)− (1− e−1) = e−1 − e−2 (2.15)

y(3) = (1− e−3)− (1− e−2) + (1− e−1) = 1− e−1 + e−2 − e−3

y(4) = (1− e−4)− (1− e−3) + (1− e−2)− (1− e−1) = e−1 − e−2 + e−3 − e−4.

Ahora generalicemos. Para l ∈ N fijo, se tiene que

y(2l) =

∞∑
k=0

[(1− e−2(l−k))µ(2l − 2k)− (1− e−(2l−2k−1))µ(2l − 2k − 1)]

=

l−1∑
k=0

[(1− e−2(l−k))− (1− e−(2l−2k−1))]

= e−2l(e− 1)
l−1∑
k=0

e2k

=
1− e−2l

e+ 1
. (2.16)

Note que este es el resultado esperado, pues con algo de álgebra se puede ver que

1− e−2l

e+ 1
= −

[
(−e)−1 − (−e)−2l−1

1− (−e)−1

]
= −

2k∑
t=1

(−e)−t, (2.17)

lo cual coincide con los cálculos hechos para y(2) e y(4). De forma similar, para el caso impar
se puede deducir que

y(2l + 1) =
∞∑
k=0

[(1− e−(2l−2k+1))µ(2l − 2k + 1)− (1− e−2(l−k))µ(2l − 2k)]

= e−1 1− e−2l

e+ 1
+ 1− e−1

=
e− e−2l−1

e+ 1
(2.18)

=

2k+1∑
t=0

(−e)−t,
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lo cual nuevamente corresponde al resultado esperado. Finalmente, al tender las l a infinito en
las expresiones (2.16) y (2.18), las secuencias pares e impares convergen a los siguientes valores:

ĺım
l→∞

y(2l) =
1

e+ 1
, ĺım

l→∞
y(2l + 1) =

e

e+ 1
. �

2.5. Ecuación Recursiva del Sistema (ERS)

La ERS es un modelo dinámico que describe una restricción fundamental sobre ciertas com-
binaciones de la entrada, salida, y algunas versiones retrasadas de ambas señales.

Las definiciones y propiedades de linealidad son equivalentes, mientras que para estabilidad,
se adecua la definición de la siguiente forma:

Estabilidad: Para toda entrada acotada, se tiene salida acotada (estabilidad BIBO). Todos los
modos naturales caen asintóticamente a cero. Esto se consigue si y sólo si el módulo o magnitud
de cada frecuencia natural (es decir, autovalor o polo) es estrictamente menor que uno.

Ejercicio 2.5.1 (KK) Determine la respuesta del siguiente sistema frente a entrada escalón
unitario y condiciones iniciales cero:

g[k] + 2g[k − 1] + 5g[k − 2] = 5u[k] + 3u[k − 1]. (2.19)

Desarrollo. Para resolver, se aplica esencialmente la misma técnica estudiada para el caso
continuo. En primer lugar, se calcula la respuesta de

g0[k] + 2g0[k − 1] + 5g0[k − 2] = µ[k]

con condiciones iniciales cero. Se sabe que g0[k] = T〈0, µ[k]〉 tiene la forma

g0[k] =
(
K + C1λ

k
1 + C2λ

k
2

)
µ[k],

donde K = 1/(1 + 2 + 5) = 1/8; λ1 = −1 + 2j; λ2 = −1− 2j.
Para determinar C1 y C2, forzamos g0[−1] = g0[−2] = 0:

g0[−1] =
1

8
+ C1(−1 + 2j)−1 + C2(−1− 2j)−1 = 0

g0[−2] =
1

8
+ C1(−1 + 2j)−2 + C2(−1− 2j)−2 = 0,

de donde se obtiene (C1, C2) = ((7 + j)/16, (7− j)/16).
Ahora, se procede a obtener g0[k−1], el cual se obtiene utilizando la propiedad de invariancia

en el tiempo:

g0[k − 1] =

(
1

8
+ C1λ

k−1
1 + C2λ

k−1
2

)
µ[k − 1].

Finalmente se expresa la respuesta total, obtenida por linealidad como:

g[k] = T〈0, 5µ[k] + 3µ[k − 1]〉
= 5T〈0, µ(k)〉+ 3T〈0, µ[k − 1]〉
= 5g0[k] + 3g0[k − 1].
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Nota: Puede demostrarse que g[k] es un número real para todo valor de k. Para ver esto, sea
z = 1− j/4 = |z|ej arg z. Notando que λ2 = λ1, se tiene

g0[k] =
1

8
+ zλk1 + zλ1

k

=
1

8
+ 2|z||λ1|k

[
ej(arg(λ1)k+arg z) + e−j(arg(λ1)k+arg z)

2

]
=

1

8
+ 2|z||λ1|k cos(arg(λ1)k + arg z).

Es decir, g0[k] corresponde a una sinusoidal amortiguada, tal como se esperaba por la naturaleza
de los polos obtenidos. �

2.6. Cálculo de la respuesta de la ERS v́ıa Convolución

De forma análoga al caso de tiempo continuo, la salida frente a una excitación causal arbi-
traria también se puede calcular usando la convolución, esta vez con la respuesta a un impulso
de Kronecker:

y[k] = u[k] ∗ h[k] ,
k∑
t=0

u[t]h[k − t], ∀k ∈ N0, (2.20)

donde h[k] es la respuesta a impulso de Kronecker del sistema LTI.

Ejercicio 2.6.1 (KK) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un delta
de Kronecker es h[k] = (0,7)kµ[k]. Usando convolución calcule la respuesta del sistema a una
entrada u[k] = (0,3)kµ[k].

Desarrollo. Ocupando la definición de convolución (2.20):

y[k] = h[k] ∗ u[k]

=
k∑
l=0

(0,7)l(0,3)(k−l)

= 0,3k
k∑
l=0

(
7

3

)l

= 0,3k
(

7
3

)k+1 − 1
7
3 − 1

=

[
7

4
(0,7)k − 3

4
(0,3)k

]
µ[k].

Nota: El resultado anterior también se puede deducir con herramientas de la transformada Zeta,
contenido estudiado en el Caṕıtulo 4 de este apunte. �



Caṕıtulo 3

Fourier: Análisis bajo excitaciones
periódicas

La idea fundamental en este caṕıtulo es representar una función periódica como combinación
lineal de sinusoides de ciertas frecuencias. A partir de esto se formulan las series de Fourier, con-
cepto clave en muchas aplicaciones en electrónica, mecánica y f́ısica. Luego de explorar este tema,
se estudia la transformada de Fourier de tiempo continuo y discreto, la cual permite describir
sistemas lineales y sus respuestas, analizar señales, sintetizar filtros, entre muchas otras aplica-
ciones. Finalmente, se entrega una aplicación en procesamiento de señales y telecomunicaciones,
y se introduce el concepto de diagrama de Bode.

3.1. Respuesta en Frecuencia

Siguiendo los pasos del ejercicio 2.3.5, si se sabe que H(jω) = |H(jω)|ej∠H(jω) ∈ C es la
ganancia al modo forzante ejωt, entonces por linealidad la respuesta de un sistema lineal frente
a una entrada sinusoidal es1

T〈x0, A cos(ωt+ φ)〉 = |H(jω)|A cos(ωt+ φ+ ∠H(jω)) + {modos naturales}.

Si consideramos un sistema estable, se tiene como respuesta estacionaria

T〈x0, A cos(ωt+ φ)〉 = |H(jω)|A cos(ωt+ φ+ ∠H(jω)). (3.1)

La función de variable compleja H(jω) se conoce como Respuesta en Frecuencia.

Ejercicio 3.1.1 (KK) Sea la siguiente EDS

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) = 6u(t).

Encuentre la respuesta particular yp(t) cuando u(t) = A sin(ωt+ φ).

Desarrollo. La entrada u(t) se puede escribir como

u(t) =
Aejφ

2j
ejωt − Ae−jφ

2j
e−jωt.

1¡Se invita al lector a hacer los cálculos!

37
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Dado que el sistema es lineal, basta conocer la respuesta al sistema frente a los modos forzantes
ejωt y e−jωt. Si se expresa la respuesta particular como yp(t) = K1e

jωt+K2e
−jωt, se obtiene que

las ganancias corresponden a

K1 =
6

(jω)2 + 5(jω) + 6
, K2 =

6

(−jω)2 + 5(−jω) + 6
.

No es coincidencia que K2 = K1. Luego, expresando K1 en su forma polar como K1 = |K1|ej∠K1 ,
se tiene la respuesta particular

yp(t) = K1
Aejφ

2j
ejωt −K1

Ae−jφ

2j
e−jωt

= A|K1|
ej(ωt+φ+∠K1) − e−j(ωt+φ+∠K1)

2j

= A|K1| sin(ωt+ φ+ ∠K1)

= A
6√

ω2 + 9
√
ω2 + 4

sin
[
ωt+ φ− arctan

(ω
3

)
− arctan

(ω
2

)]
.

Nota: Tal como lo indica la parte conceptual de este apunte, lo fundamental para el cálculo
de la respuesta particular de una entrada sinusoidal es la respuesta al sistema frente a una
excitación exponencial compleja ejωt. La estructura de la ganancia asociada a este modo forzante
corresponde directamente con los coeficientes de la EDS. Por lo tanto, es natural pensar que
considerando respuestas a diferentes excitaciones sinusoidales, sea posible reconstruir la EDS a
partir de la estimación de la función K1(jω). El área que se dedica a estudiar el problema de
estimar la respuesta en frecuencia, entre otros problemas, se denomina Identificación de Sistemas
[3]. �

Ejercicio 3.1.2 (K) Sea el circuito RC de la Figura 3.1.

−
+vf (t)

i(t) R

C

+

−
vc(t)

Figura 3.1: Circuito RC en serie.

Si vf (t) = cos(ωt), calcule la respuesta vc(t) en estado estacionario por fasores, y luego
ocupando el concepto de respuesta en frecuencia.

Desarrollo.

Desarrollo por fasores: Consideremos la representación del circuito por fasores a la fre-
cuencia ω. Aśı, la impedancia del condensador es 1/(jωC) y el voltaje de la fuente es la
unidad. Entonces,

Vc =

1

jωC
1

jωC +R

=
1

1 + jωRC
.
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Volviendo al dominio del tiempo, se tiene

vc(t) =

√
1

1 + ω2R2C2
cos [ωt− arctan(ωRC)] . (3.2)

Desarrollo por respuesta en frecuencia: La ecuación diferencial del sistema es

RC
dvc(t)

dt
+ vc(t) = vf (t).

Aśı, la respuesta en frecuencia del sistema es

H(jω) =
1

1 + jωRC
.

Por lo tanto, la salida vc(t) en estado estacionario producto de la entrada vf (t) = cos(ωt)
está dada por

vc(t) = |H(jω)| cos(ωt+ ∠H(jω))

=

√
1

1 + ω2R2C2
cos [ωt− arctan(ωRC)] . (3.3)

Por supuesto, ambos resultados en (3.2) y (3.3) son válidos y equivalentes. Con este ejercicio
se concluye que la transformada fasorial puede verse como un caso particular del análisis con
respuesta en frecuencia, la cual obviamente sirve no solamente para circuitos eléctricos, sino que
para cualquier sistema lineal e invariante en el tiempo. Se rescata la generalidad del resultado, y
la relación antes no evidente entre estas dos herramientas. En resumen, fasores es una manera
particular de trabajar el concepto de respuesta en frecuencia en redes eléctricas. �

Ejercicio 3.1.3 (KK) Sea la respuesta en frecuencia de un sistema de la forma

G(jω) =
b

jω + a
,

donde a > 0 y b > 0 son parámetros desconocidos. Este sistema ha sido excitado con una señal
de entrada u(t) = 2 sin(0,5t), y se ha medido la salida y(t) con un sensor ruidoso, como lo visto
en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Señales de entrada y salida ruidosa de un sistema LTI.

Con la información del gráfico, estime los valores de a y b.

Desarrollo. Sin considerar efectos de ruido, la respuesta del sistema en estado estacionario en
función de los valores a y b está dada por

y(t) =
2b√

0,52 + a2
sin

[
0,5t− arctan

(
0,5

a

)]
.

Observando la figura 3.2, vemos que el valor máximo de la señal de salida es aproximadamente
3, lo cual implica que2

2b√
0,52 + a2

≈ 2,8. (3.4)

Ahora necesitamos estimar la fase. Para esto, notamos que y(22) ≈ −2. Entonces,

−2

2,8
≈ sin

[
11− arctan

(
1

2a

)]
= − sin

[
11− 3π − arctan

(
1

2a

)]
=⇒ 1

2a
≈ tan

[
11− 3π − arcsin

(
2

2,8

)]
=⇒ a ≈ 0,49.

Con esta estimación de a, usamos (3.4) para obtener b ≈ 0,98.
Nota: En este ejercicio hemos identificado un sistema a partir de datos de entrada y salida. Lo
estudiado acá es una forma sencilla de hacer identificación. Con esta misma información, hay
métodos basados únicamente en el dominio de la frecuencia, como también métodos basados en
algoritmos de optimización, que permiten obtener mejores resultados. De todas formas, nuestra
estimación es bastante buena (Los valores reales son a = 0,5 y b = 1). �

2La deducción hecha supone que la señal en el gráfico ya se encuentra en estado estacionario. Esto no es cierto,
pero la aproximación hecha es suficientemente buena para tener una estimación razonable.
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3.2. Series de Fourier para señales de tiempo continuo

Sea f(t) una función real, definida (al menos) en el intervalo [−T/2, T/2], continua por
tramos. Entonces f(t) se puede representar como una serie de Fourier trigonométrica

f(t) = A0 +

∞∑
n=1

[An cos(nω0t) +Bn sin(nω0t)], ω0 =
2π

T
, (3.5)

donde3

A0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)dt

An =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) cos(nω0t)dt (3.6)

Bn =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) sin(nω0t)dt. (3.7)

De forma equivalente, f(t) puede escribirse como una serie de Fourier exponencial

f(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

jnω0t, ω0 =
2π

T
, (3.8)

donde

Cn =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−jnω0tdt. (3.9)

De estas expresiones, puede verse que para todo n > 0, se tiene

Cn =
An − jBn

2
y C−n =

An + jBn
2

.

Los coeficientes Cn juegan un rol importante en la descripción de una señal en el dominio de
la frecuencia. La magnitud de Cn guarda relación con qué tanta enerǵıa tiene la señal en la
frecuencia nω0. Como ejemplo, la cantidad C0 corresponde al valor medio de la señal. Si C0 = 0,
la señal no tiene componente constante (o bien, esta componente es igual a cero).

Un gráfico de la magnitud de los valores
√
A2
n +B2

n se denomina espectro de ĺıneas. Este
gráfico sirve para conocer la distribución de enerǵıa de la señal en cada frecuencia.

Ejercicio 3.2.1 (K) Considere los coeficientes de Fourier An, Bn, Cn descritos en (3.6), (3.7)
y (3.9) respectivamente. Demuestre que 2|Cn| =

√
A2
n +B2

n para n > 0.

Desarrollo. Note que

Cn + C−n =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t)

(
ejnω0t + e−jnω0t

2

)
dt =

2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) cos(ω0nt)dt = An,

−Cn + C−n =
2j

T

∫ T
2

−T
2

f(t)

(
ejnω0t − e−jnω0t

2j

)
dt =

2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) sin(ω0nt)dt = jBn.

3En caso que f(t) esté definida en otro intervalo [t0, t0 +T ] con t0 ∈ R, el dominio de integración es justamente
[t0, t0 + T ]. Si la función f(t) es periódica de periodo T , el lector puede demostrar que no importa el valor de t0
para el cálculo de las integrales de A0, An y Bn.
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Además, sabemos que C−n es el complejo conjugado de Cn. Entonces, calculamos

A2
n +B2

n = (Cn + C−n)2 + j2(Cn − C−n)2 = 4CnC−n = 4|Cn|2. (3.10)

Sacando ráız se obtiene lo pedido. �

Ejercicio 3.2.2 (KK) Calcule la serie de Fourier exponencial de la función periódica de pe-
riodo 2

f(t) = e−|t|, −1 < t ≤ 1.

Desarrollo. Calculamos Cn como

Cn =
1

2

∫ 1

−1
e−|t|e−jnπtdt

=
1

2

∫ 1

−1
e−|t|[cos(nπt)− j sin(nπt)]dt

=

∫ 1

0
e−t cos(nπt)dt.

Esta integral se resuelve integrando por partes dos veces:

Cn =
1

nπ

∫ 1

0
e−t sin(nπt)dt =

1

(nπ)2

[
(−1)n+1e−1 + 1− Cn

]
=⇒ Cn =

(−1)n+1e−1 + 1

(nπ)2 + 1
.

Por lo tanto, f(t) se puede representar por la serie de Fourier

f(t) =
∞∑

n=−∞

[
(−1)n+1e−1 + 1

(nπ)2 + 1

]
ejnπt. �

Ejercicio 3.2.3 (KK) Determine la serie de Fourier trigonométrica y exponencial, y el espec-
tro de ĺıneas de la siguiente señal periódica:

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

Figura 3.3: Señal periódica f(t).
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Desarrollo. El periodo de f(t) es T = 2. Por ende, esta señal se puede expresar como

f(t) = A0 +
∞∑
n=1

[An cos(nπt) +Bn sin(nπt)],

con

A0 =
1

2

∫ 2

0
(2− t)dt = 2− 1

2

t2

2

∣∣∣∣2
0

= 1,

An =

∫ 2

0
(2− t) cos(nπt)dt =

[
(2− t) sin(nπt)

nπ

] ∣∣∣∣2
0

+
1

nπ

∫ 2

0
sin(nπt)dt = 0,

Bn =

∫ 2

0
t sin(nπt)dt =

[−(2− t) cos(nπt)

nπ

] ∣∣∣∣2
0

− 1

nπ

∫ 2

0
cos(nπt)dt =

2

nπ
.

Aśı, se tiene4

f(t) = 1 +
2

π

∞∑
n=1

sin(nπt)

n
. (3.11)

Para obtener la serie de Fourier exponencial, se reemplaza5 sin(nπt) = (ejnπt − e−jnπt)/(2j) en
(3.11):

f(t) = 1 +
2

π

∞∑
n=1

sin(nπt)

n
= 1 +

1

πj

∞∑
n=1

ejnπt − e−jnπt
n

=
∞∑

n=−∞
Cne

jnπt,

donde

Cn =


− 1

nπj
si n < 0,

1 si n = 0,
1

nπj
si n > 0.

Finalmente, se grafica C̃n =
√
A2
n +B2

n =

{
1 si n = 0,

|Bn| si n > 0
en la Figura 3.4. �

4 A partir de este resultado, se deja al lector demostrar que
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
.

5También puede obtenerse el resultado a través de las integrales escritas en la página anterior, sin embargo, si
ya se ha calculado la serie trigonométrica, es más fácil hacer este reemplazo.
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Figura 3.4: Espectro de ĺıneas de f(t).

3.3. Teorema de Parseval para series de Fourier

El teorema de Parseval relaciona la potencia promedio de una señal en el tiempo con su
equivalente en el dominio de la frecuencia:

1

T

∫ T
2

−T
2

|f(t)|2dt = A2
0 +

1

2

∞∑
l=1

(A2
l +B2

l ) =
∞∑

l=−∞
C2
l . (3.12)

Nota: La noción de ‘potencia promedio’ viene de redes eléctricas: si f(t) corresponde a una
señal de voltaje, entonces |f(t)|2 es la potencia instantánea disipada por una resistencia de 1[Ω].
Por ende, la integral en (3.12) representa el promedio temporal de esta potencia instantánea.

Ejercicio 3.3.1 (K) Compruebe el Teorema de Parseval para

u(t) = 2 + cos
(π

2
t
)
, t ∈ [0, 4].

Desarrollo. Primero calculamos la enerǵıa en el dominio del tiempo:

1

4

∫ 4

0
|u(t)|2dt =

1

4

∫ 4

0

[
4 + 4 cos

(π
2
t
)

+ cos2
(π

2
t
)]
dt

= 4 +

∫ 4

0

1 + 2 cos(πt)

8
dt

=
9

2
.

En el dominio de la frecuencia, los cálculos son más sencillos, dado que se observa de inmediato
que A0 = 2, A1 = 1, mientras que todos los demás coeficientes son iguales a cero. Además, dado
que cos

(
π
2 t
)

= (ej
π
2
t + e−j

π
2
t)/2, tenemos que C0 = 2, C−1 = C1 = 1/2, con lo cual concluimos

que

A2
0 +

A2
1

2
= C2

0 + C2
−1 + C2

1 =
9

2
=

1

4

∫ 4

0
|u(t)|2dt. �
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Ejercicio 3.3.2 (KKK) Obtenga la serie de Fourier de la señal onda cuadrada

f(t) =

{
2 si 2k ≤ t < 2k + 1, k ∈ Z,
0 en otro caso.

Luego, determine cuántas armónicas de su serie de Fourier se necesitan como mı́nimo para
capturar el 97 % de la potencia promedio de la señal.

Desarrollo: Primero, notamos que conviene escribir f(t) como f(t) = 1 + g(t), donde

f(t) =

{
1 si 2k ≤ t < 2k + 1, k ∈ Z,
−1 en otro caso.

Aśı, basta obtener los coeficientes de la serie de Fourier de f(t). Como es una señal impar, solo
necesitamos conocer Bn:

Bn = 2

∫ 1

0
sin(nπt)dt =

−2 cos(nπt)

nπ

∣∣∣∣1
0

=
2[1− (−1)n]

nπ
.

Por ende, la serie de Fourier de f(t) es

f(t) = 1 +
4

π

∞∑
n=1

sin[(2n− 1)πt]

2n− 1
.

Por otra parte, la potencia promedio P de f(t) está dada por

P =
1

2

∫ 1

0
4dt = 2.

Gracias al teorema de Parseval, estamos interesados en el valor n∗ ∈ N más pequeño que satisfaga

1 +
1

2

n∗∑
l=1

[
16

π2(2n− 1)2

]
≥ 97

100
P ⇐⇒

n∗∑
l=1

1

(2n− 1)2
≥ 48π2

400
= 1,1596 . . .

Probando valores, obtenemos que n∗ = 4. Es decir, con 4 armónicas se alcanza el 97 % de
la potencia promedio de f(t). En la Figura 3.5 se observa la aproximación obtenida f̃(t) =

1 + 4
π

∑4
n=1

sin[(2n−1)πt]
2n−1 , junto con la señal f(t).

Nota: En este ejercicio se ha visto que la serie de Fourier permite identificar la enerǵıa asociada
a cada frecuencia, y con esto obtener aproximaciones “óptimas” de señales periódicas a partir
de sinusoidales con frecuencia y amplitud dada por la serie de Fourier de la señal. �
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Figura 3.5: Señal f(t) en negro, junto a su aproximación de 4 armónicas en azul.

3.4. Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es una transformación que descompone una señal temporal en
sus frecuencias constituyentes. A diferencia de la serie de Fourier, la transformada permite in-
corporar funciones no periódicas al análisis frecuencial. Su deducción proviene de las series de
Fourier, al utilizarlas para representar funciones de peŕıodo infinito o aperiódicas. La Transfor-
mada de Fourier y su inversa se definen como

F{f(t)} = F (jω) ,
∫ ∞
−∞

f(t)e−jωtdt

F−1{F (jω)} = f(t) ,
1

2π

∫ ∞
−∞

F (jω)ejωtdω.

La transformada de Fourier satisface muchas propiedades. Las propiedades más utilizadas de
esta transformada se detallan a continuación:

1. Linealidad: Si F{f1(t)} = F1(jω) y F{f2(t)} = F2(jω), entonces para a, b reales,

F{af1(t) + bf2(t)} = aF1(jω) + bF2(jω).

2. Retraso/adelanto temporal: Si F{f(t)} = F (jω) y t0 ∈ R, entonces

F{f(t− t0)} = e−jωt0F (jω).

3. Derivada: Si F{f(t)} = F (jω), entonces

F
{
df(t)

dt

}
= jωF (jω).

4. Convolución: Si F{f(t)} = F (jω) y F{g(t)} = G(jω), entonces

F{f(t) ∗ g(t)} = F (jω)G(jω).
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Ejercicio 3.4.1 (K) Determine la Transformada de Fourier de las siguientes señales:

1. f1(t) = e−atµ(t), a > 0

2. f2(t) = t[µ(t+ T )− µ(t− T )]

3. f3(t) = cos(ω0t).

Desarrollo.

1. Por definición,

F{f1(t)} =

∫ ∞
−∞

f1(t)e−jωtdt =

∫ ∞
0

e(−jω−a)tdt = −e
(−jω−a)t

jω + a

∣∣∣∣∞
0

=
1

jω + a
.

2. Nuevamente, por definición,

F{f2(t)} =

∫ T

−T
te−jωtdt = −2j

∫ T

0
t sin(ωt)dt =

2j

ω2
[ωT cos(ωT )− sin(ωT )].

3. La transformada de f3(t) es conocida. Aqúı derivaremos paso a paso la solución. Primero,
notemos que

F{f3(t)} =
1

2

(
F{ejω0t}+ F{e−jω0t}

)
.

Ahora,

F{ejω0t} =

∫ ∞
−∞

ej(ω0−ω)tdt = 2πδ(ω − ω0),

donde la última igualdad es gracias a que6

F−1{2πδ(ω − ω0)} =
2π

2π

∫ ∞
−∞

δ(ω − ω0)ejωtdω = ejωt.

De igual forma, se obtiene F{e−jω0t} = 2πδ(ω + ω0). Por ende,

F{f3(t)} = π[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]. �

Ejercicio 3.4.2 (KK) Determine la serie de Fourier exponencial y la transformada de Fourier
del tren de impulsos

δ∆(t) =
∞∑

k=−∞
δ(t− k∆), con ∆ ∈ R+y δ(t) es el delta de Dirac. (3.13)

Desarrollo. Note que el peŕıodo del tren de impulsos es ∆. Entonces, la serie de Fourier expo-
nencial de δ∆(t) es

δ∆(t) =

∞∑
n=−∞

Cne
jn 2π

∆
t, (3.14)

6Note que, como en este ejercicio, a veces es útil trabajar al revés: obtener la transformada de Fourier de una
señal es equivalente a encontrar una señal en el dominio de la frecuencia que, al aplicarle transformada inversa de
fourier, se obtenga la señal temporal.
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donde

Cn =
1

∆

∫ ∆
2

−∆
2

∞∑
k=−∞

δ(t− k∆)e−jn
2π
∆
tdt

=
1

∆

∫ ∆
2

−∆
2

δ(t)e−jn
2π
∆
tdt

=
1

∆
. (3.15)

Entonces, δ∆(t) se puede escribir como

δ∆(t) =
1

∆

∞∑
n=−∞

ejn
2π
∆
t. (3.16)

Ahora, para la transformada de fourier de la señal descrita, se aplica transformada de Fourier
a la serie obtenida en (3.16). Aplicando las propiedades de linealidad y retraso en frecuencia de
la transformada, se tiene

F{δ∆(t)} =
1

∆

∞∑
n=−∞

F{ejn 2π
∆
t}

=
2π

∆

∞∑
n=−∞

δ

(
ω − 2πn

∆

)
. (3.17)

Con esto se obtiene el resultado sorprendente que la transformada de un tren de impulsos en el
tiempo, es un tren de impulsos en el dominio de la frecuencia.
Nota: El resultado anterior tiene particular aplicación en el muestreo de señales. De hecho,
corresponde a una de las herramientas matemáticas más importantes para establecer relaciones
entre señales continuas y señales discretas a partir de discretización muestra a muestra. Para
más información sobre este tema, puede consultar cualquier texto de Procesamiento Digital de
Señales, como [4]. �

3.5. Teorema de Parseval para Transformada de Fourier

El teorema de Parseval se traduce en este contexto a∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
|F (jω)|2dω. (3.18)

Ejercicio 3.5.1 (KK) Determine la Transformada de Fourier de f(t) =
1

2c
[µ(t+c)−µ(t−c)],

y ocupe esta información para calcular

I =

∫ ∞
−∞

sin2(x)

x2
dx.

Desarrollo. Resolviendo por definición,

F{f(t)} =
1

2c

∫ c

−c
e−jωtdt =

1

2c

∫ c

−c
cos(ωt)dt =

sin(ωt)

2ωc

∣∣∣∣c
−c

=
sin(ωc)

ωc
. (3.19)
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La transformada de Fourier obtenida en (3.19) es de gran interés en Telecomunicaciones. Se
define la función sinc(x) como

sinc(x) =
sin(x)

x

Aśı, podemos escribir F{f(t)} = sinc(ωc). Ahora, por el teorema de Parseval se tiene∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

1

2c
=

1

2π

∫ ∞
−∞
|F (jω)|2dω =

1

2π

∫ ∞
−∞

sinc2(ωc)dω =
I

2πc
.

Por lo tanto, I = π. �

3.6. Aplicación en sistemas lineales

La respuesta de un sistema a una señal de entrada arbitraria u(t) es

y(t) = h(t) ∗ u(t).

Aplicando Fourier, gracias a la propiedad de convolución se tiene

Y (jω) = H(jω)U(jω),

donde H(jω) es una función racional de variable compleja de la forma H(jω) = B(jω)/A(jω).
Esta función es comúnmente definida como Función de transferencia de Fourier.
Nota: Si y(t) no decae a cero a medida que t → ∞, la fórmula anterior no es válida, pues
aparecen deltas de Dirac en H(jω), y por ende H(jω) = F{h(t)} no queda correctamente
descrita por B(jω)/A(jω). Se consideran dos ejemplos de lo anterior en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 3.6.1 (KK) Usando la transformada de Fourier, determine la respuesta a escalón
con condiciones iniciales cero del siguiente sistema

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) = 6u(t).

Desarrollo. Sabiendo que el sistema no tiene polos en el eje imaginario, se obtiene H(jω)
directamente:

H(jω) =
6

(jω)2 + 5jω + 6
.

Por otra parte, se sabe que la transformada de Fourier del escalón unitario es U(jω) = 1/(jω) +
πδ(ω). Aśı, se tiene que la respuesta a escalón es

y(t) = F−1{H(jω)U(jω)}

= F−1

{
6

(jω)2 + 5jω + 6

(
1

jω
+ πδ(ω)

)}
= F−1

{
6

jω(jω + 2)(jω + 3)
+ πδ(ω)

}
= F−1

{
1

jω
+ πδ(ω)

}
+ F−1

{
2

jω + 3

}
−F−1

{
3

jω + 2

}
= (1 + 2e−3t − 3e−2t)µ(t). �
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Ejercicio 3.6.2 (KKK) Sea la EDS

d2y(t)

dt2
+ 4

dy(t)

dt
= 2u(t).

Se sabe que la respuesta a impulso de este sistema es h(t) = 0,5
(
1− e−4t

)
µ(t) (¡obténgalo a

partir de lo aprendido en el caṕıtulo anterior!). Usando la transformada de Fourier, determine
la respuesta del sistema frente a u(t) = e−tµ(t) con condiciones iniciales cero, y luego obtenga
una respuesta directamente a partir de H̃(jω) , B(jω)/A(jω). Comente.

Desarrollo. Se sabe que la función de transferencia de Fourier es

H(jω) = F{h(t)} =
1

2jω
+
π

2
δ(ω)− 1

2(jω + 4)
.

Luego, ocupando las propiedades de la transformada de Fourier, se obtiene y(t) como

y(t) = F−1{H(jω)U(jω))

= F−1

{(
1

2jω
+
π

2
δ(ω)− 1

2(jω + 4)

)
1

jω + 1

}
= F−1

{
1

2jω(jω + 1)
+
π

2
δ(ω)− 1

2(jω + 4)(jω + 1)

}
= F−1

{
1

2jω
−

1
2

jω + 1
+
π

2
δ(ω) +

1
6

jω + 4
−

1
6

jω + 1

}

=

(
1

2
− 2

3
e−t +

1

6
e−4t

)
µ(t).

Ahora, calculemos ỹ(t) = F−1(H̃(jω)U(jω)), donde H̃(jω) =
B(jω)

A(jω)
=

2

(jω)(jω + 4)
:

ỹ(t) = F−1{H̃(jω)U(jω)}

= F−1

{
2

(jω)(jω + 1)(jω + 4)

}
= F−1

{
1

2jω
−

2
3

jω + 1
+

1
6

jω + 4

}

=
1

2
F−1

{
1

(jω)
+ πδ(ω)

}
− 2

3
F−1

{
1

jω + 1

}
+

1

6
F−1

{
1

jω + 4

}
− 1

4
F−1 {2πδ(ω)}

=

(
1

2
− 2

3
e−t +

1

6
e−4t

)
µ(t)− 1

4
.

Claramente y(t) 6= ỹ(t).

En este caso vemos que obtener directamente H(jω) a partir de la EDS no produce resultados
correctos, dado que ésta tiene un autovalor en el eje imaginario (en este caso, λ = 0). Como
caso general, siempre se obtendrá la salida correcta al considerar la función de transferencia de
Fourier como la transformada de Fourier de la respuesta a impulso del sistema. �
Nota: Resolviendo esta convolución en el dominio del tiempo posiblemente se obtiene y(t) de
forma más rápida. Este ejemplo también muestra que puede ser más dif́ıcil resolver con Fourier
estos tipos de problemas en particular, pero aún es posible aplicar la técnica y puede entregar
interpretaciones alternativas que son de utilidad, como se verá en la sección siguiente.
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3.7. Filtraje

La respuesta en frecuencia H(jω) captura la forma en que evolucionan las ganancias de
magnitud y fase de la salida del sistema con la frecuencia ω. Dado el contenido frecuencial de
la señal de entrada a un sistema, el sistema tiene la capacidad de filtrar y discriminar diferentes
contenidos espectrales.

Ejercicio 3.7.1 (KKK) Grafique y analice cómo cambia la magnitud de la respuesta en fre-
cuencia

H(jω) =
α

(jω + 1)(jω + α)

para distintos valores de α > 0. ¿Cómo es la respuesta a escalón para cada valor de α analizado?

Desarrollo. Se calcula la magnitud de H(jω):

|H(jω)| = 1
√
ω2 + 1

√(
ω
α

)2
+ 1

.

Para tener un bosquejo de |H(jω)|, aproximamos
√(

ω
α

)2
+ 1 como√(ω

α

)2
+ 1 ≈

{
1 si ω � α,
ω
α si ω � α.

Entonces, se obtiene la aproximación |H1(jω)| para α < 1:

|H1(jω)| ≈


1 si ω < α,
α
ω si α ≤ ω < 1,
α
ω2 si ω ≥ 1

.

Si bien esta forma de representación es válida para determinar propiedades de |H(jω)|, es más
común graficar la potencia (o magnitud) de H(jω) en decibeles, para abarcar más frecuencias y
que las curvas obtenidas sean lineales en log(ω), lo cual hace más fácil su gráfica. Aśı,

|H1(jω)|dB = 20 log |H1(jω)| ≈


0 si ω < α,

20 log(α)− 20 log(ω) si α ≤ ω < 1,

20 log(α)− 40 log(ω) si ω ≥ 1.

De esta misma forma, se obtienen aproximaciones para |H2(jω)| y |H3(jω)|, donde α = 1 y
α > 1 respectivamente:

|H2(jω)|dB ≈
{

0 si ω < 1,

−40 log(ω) si ω ≥ 1

|H3(jω)|dB ≈


0 si ω < 1

−20 log(ω) si 1 ≤ ω < α,

20 log(α)− 40 log(ω) si ω ≥ α.
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Lo aqúı analizado se estudiará posteriormente en el Caṕıtulo 5. Las gráficas de la magnitud y
fase de |H(jω)|dB en escala logaŕıtmica se denominan diagramas de Bode. Las gráficas corres-
pondientes a los tres casos estudiados se encuentran en la Figura 3.7, en la cual se describen las
curvas exactas de magnitud y fase con MATLAB.
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Figura 3.6: Diagramas de Bode de H(jω) con α = 0,1 (rojo), α = 1 (azul), y α = 10 (verde).

Ahora, se procederá a obtener la respuesta a escalón. A modo de ejemplo, sólo se considerarán
los casos donde α 6= 1. Sabiendo que U(jω) = 1/(jω) + πδ(ω), se obtiene y(t) como

y(t) = F−1

{
α

(jω + 1)(jω + α)

(
1

jω
+ πδ(ω)

)}
= F−1

{
1

jω
+ πδ(ω)

}
−F−1

{ α
α−1

jω + 1

}
+ F−1

{
1

α−1

jω + α

}

=

(
1− α

α− 1
e−t +

1

α− 1
e−αt

)
µ(t).

La respuesta a escalón de los tres sistemas estudiados anteriormente se grafica a continuación,
en la Figura 3.7.



3.7. FILTRAJE 53

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 3.7: Respuesta a escalón de H(jω) con α = 0,1 (rojo), α = 1 (azul), y α = 10 (verde).

Note que a medida que α aumenta, aumenta la velocidad de la respuesta transiente. Esto
se pudo haber analizado directamente con el diagrama de Bode, observando que las respuestas
verde y azul tienen mayor ganancia en alta frecuencia. �

Ejercicio 3.7.2 (KK) Considere una señal continua f(t) con transformada de Fourier F (jω)
con gráfica de magnitud dada por la Figura 3.8.
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ω

|F (jω)|

Figura 3.8: Magnitud de la transformada de Fourier de f(t).

a) Determine y dibuje |F2(jω)|, la magnitud de la transformada de Fourier de f2(t) = f(t) cos(3t).

b) Determine y dibuje |F3(jω)|, la magnitud de la transformada de Fourier de f3(t) = f2(t) cos(3t).

c) Si H(jω) =

{
2 si |ω| ≤ 2

0 si |ω| > 2
, determine y dibuje F4(jω) = H(ω)F3(ω).

Desarrollo.
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a) Gracias a la propiedad de modulación

F{f(t) cos(ω0t)} =
1

2

(
F{f(t)e−jω0t}+ F{f(t)ejω0t}

)
=

1

2
[F (j(ω + ω0)) + F (j(ω − ω0))],

se tiene7

|F2(ω)| = 1

2
|F (j(ω + 3)) + F (j(ω − 3))|

=
|F (j(ω + 3))|

2
+
|F (j(ω − 3))|

2

=


2− |ω + 3| si − 5 ≤ ω < −1,

2− |ω − 3| si 1 ≤ ω < 5,

0 en otro caso.

El gráfico de este espectro se encuentra en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Magnitud de la transformada de Fourier de f2(t).

b) Aplicando la misma propiedad de modulación anteriormente deducida,

|F3(jω)| = 1

4
|F (j(ω + 6)) + 2F (j(ω)) + F (j(ω − 6))|

=


1− |ω+6|

2 si − 8 ≤ ω < −4,

2− |ω| si − 2 ≤ ω < 2,

1− |ω−6|
2 si 4 ≤ ω < 8,

0 en otro caso.

El gráfico de este espectro se encuentra en la Figura 3.10.

c) Dado que los espectros en altas frecuencias se encuentran en |ω| > 2, estos sectores quedan
anulados por H(ω). Lo único que queda amplificado por 2 es el espectro en baja frecuencia,
obteniéndose el mismo espectro inicial (Figura 3.8). Es decir, se recupera el espectro inicial
de forma perfecta.

Nota: El procedimiento anterior corresponde matemáticamente a la base de transmisión de
información por amplitud modulada (modulación AM). Ésta es una de las aplicaciones t́ıpicas
del análisis de Fourier y el tratamiento de espectros para la transformación de señales. �

7Note que en la segunda igualdad se ocupa el hecho que las funciones F (j(ω+ 3)) y F (j(ω− 3)) no comparten
soporte. Es decir, si F (j(ω + 3)) 6= 0 entonces necesariamente F (j(ω − 3)) = 0, y si F (j(ω − 3)) 6= 0 entonces
necesariamente F (j(ω + 3)) = 0.
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Figura 3.10: Magnitud de la transformada de Fourier de f3(t).

3.8. Serie de Fourier Discreta

Al igual que para el caso de tiempo continuo, una señal periódica de tiempo discreto puede
representarse como la suma de exponenciales complejas de distinta frecuencia. Producto de la
discretización, sólo se requieren N exponenciales complejas para representar una señal periódica
de peŕıodo N . Esto a diferencia del caso de tiempo continuo, donde generalmente se requieren
infinitas exponenciales complejas y por tanto, calcular infinitos coeficientes.

Una señal periódica f [k] de peŕıodo N se puede representar como

f [k] =
N−1∑
n=0

Cne
j 2π
N
nk,

donde

Cn =
1

N

N−1∑
k=0

f [k]e−j
2π
N
nk. (3.20)

Nota: Los coeficientes Cn también son periódicos de peŕıodo N . La ecuación (3.20) representa
una transformación muy usada en la práctica, llamada Transformada de Fourier Discreta (DFT).
Ésta se ocupa en muchas áreas de la ingenieŕıa, y existen métodos computacionales altamente
optimizados para calcularla a partir de datos. El método general lleva el nombre de Fast Fourier
Transform (FFT) [5].

La representación de una señal en términos de su serie de Fourier discreta sirve, entre otras
cosas, para determinar salidas en estado estacionario, como se verá a continuación.

Ejercicio 3.8.1 (KK) Sea la ERS con condiciones iniciales cero

y[k]− 0,5y[k − 1] = u[k − 1]. (3.21)

Determine la salida en estado estacionario si

u[k] =

{
1 si k = 2m

2 si k = 2m+ 1
,m ∈ N0.

Desarrollo. En primer lugar, se determina la serie de Fourier de u[k]. El peŕıodo de u[k] es 2.
Entonces, su serie de Fourier es

u[k] = C0e
0 + C1e

jπk,
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donde

C0 =
1

2
(1 + 2), C1 =

1

2
(1 + 2e−jπ). (3.22)

Aśı, u[k] = (3− (−1)k)/2. Entonces, por linealidad e invarianza del tiempo de la ERS, podemos
escribir la salida estacionaria y[k] como

y[k] =

N−1∑
n=0

CnH(ej
2π
N
n)ej

2π
N
nk, (3.23)

donde H(ej
2π
N
n) es la respuesta en frecuencia del sistema evaluada en θ = 2πn/N . Para este

ejercicio tenemos

H(ejθ) =
1

ejθ − 0,5
,

con lo cual se obtiene H(1) = 2 y H(ejπ) = −2/3. Entonces, la respuesta estacionaria es

y[k] = C0H(e0)e0 + C1H(ejπ)ejπk

= 3 +
(−1)k

3
. (3.24)

Nota: Se puede determinar la validez de este resultado y su periodicidad a través de la ERS. Si
se sabe que y[0] = 10/3, y u[0] = 1, a partir de la ERS se tiene que y[1] = 0,5y[0]+u[0] = 8/3, que
justamente corresponde con el resultado (3.24) evaluado en k = 1. Nuevamente, si y[1] = 8/3, y
u[1] = 2, a partir de la ERS se tiene que y[2] = 0,5y[1] + u[1] = 10/3, que también corresponde
con el resultado (3.24) evaluado en k = 2. Aśı, se observa la periodicidad de y[k] y que el
resultado en (3.24) es correcto. �

3.9. Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

La transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT por sus siglas en inglés), es de gran
utilidad en el procesamiento digital de señales, y es el análogo a la transformada de Fourier de
tiempo continuo estudiada en la sección 3.4. La transformada de Fourier de tiempo discreto y
su inversa se definen como

F{f [k]} = F (ejθ) ,
∞∑

k=−∞
f [k]e−jθk

F−1{F (ejθ)} = f [k] =
1

2π

∫ π

−π
F (ejθ)ejθkdθ.

Ejercicio 3.9.1 (KKK) Demuestre las siguientes propiedades:

1. Modulación: Si F{x[k]} = X(ejθ), entonces F{x[k] cos(θ0k)} = 1
2 [X(ej(θ−θ0))+X(ej(θ+θ0))].

2. Teorema de Parseval: Si F{x[k]} = X(ejθ) e F{y[k]} = Y (ejθ), ambas x[k] e y[k] señales
reales, entonces

∞∑
k=−∞

x[k]y[k] =
1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)Y (ejθ)dθ, (3.25)

donde · denota el conjugado de una función compleja.
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Desarrollo.

1. Expandiendo el coseno por exponenciales imaginarias, y ocupando linealidad y definición
de la transformada, se tiene

F{x(k) cos(θ0k)} =
1

2

(
F{x(k)ejθ0k}+ F{x(k)e−jθ0k}

)
=

1

2

( ∞∑
k=−∞

x(k)ejθ0ke−jθk +
∞∑

k=−∞
x(k)e−jθ0ke−jθk

)

=
1

2

( ∞∑
k=−∞

x(k)e−j(θ−θ0)k +
∞∑

k=−∞
x(k)e−j(θ+θ0)k

)

=
1

2
[X(ej(θ−θ0)) +X(ej(θ+θ0))].

2. Desarrollando el lado izquierdo de (3.25):

∞∑
k=−∞

x[k]y[k]
(a)
=

∞∑
k=−∞

y[k]
1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)ejθkdθ

(b)
=

1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)

( ∞∑
k=−∞

y[k]ejθk

)
dθ

(c)
=

1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)

( ∞∑
k=−∞

y[k]e−jθk

)
dθ

(d)
=

1

2π

∫ π

−π
X(ejθ)Y (ejθ)dθ,

donde (a) es aplicando la definición de transformada inversa a x[k], (b) se obtiene inter-
cambiando integral con sumatoria, (c) es expresando la sumatoria como el conjugado del
conjugado de los sumandos, y (d) se obtiene al aplicar la definición de la DTFT. �



Caṕıtulo 4

Laplace y Zeta: Análisis bajo
excitaciones arbitrarias

En este caṕıtulo se estudian más herramientas matemáticas para el análisis de sistemas
lineales de tiempo continuo y discreto. En particular, se revisan las transformadas de Laplace y
Zeta. Estas transformaciones extienden el análisis de Fourier de sistemas lineales a excitaciones
no periódicas, y permiten incorporar el efecto de las condiciones iniciales de forma expĺıcita.

Ambas herramientas son tremendamente utilizadas en el estudio de canales de comunicación,
śıntesis de controladores lineales, procesamiento de señales, teoŕıa de redes, modelamiento de
dinámicas de sistemas, entre otras aplicaciones.

4.1. Transformada de Laplace: Definición

La transformada de Laplace permite el análisis conveniente de sistemas lineales de tiempo
continuo. Es una herramienta de gran utilidad, pues facilita la resolución de ecuaciones diferen-
ciales, haciendo más fácil su manipulación e interpretación. La transformada de Laplace de una
función f(t) se define como

L{f(t)} = F (s) ,
∫ ∞

0−

f(t)e−stdt. (4.1)

Nota: El ĺımite inferior de la integral es 0−, definido como ĺımε→0−|ε|. De esta forma, tiene
sentido el hecho que L{δ(t)} = 1. Sin embargo, existen otras definiciones para esta transformada
que según el caso, pueden ser útiles (ver [2]).

Las propiedades más utilizadas de la transformada de Laplace se detallan a continuación:

1. Linealidad: Si L{f1(t)} = F1(s) y L{f2(t)} = F2(s), entonces para a, b reales,

L{af1(t) + bf2(t)} = aF1(s) + bF2(s).

2. Transformada de la derivada: Si L{f(t)} = F (s), entonces

L
{
df(t)

dt

}
= sF (s)− f(0−). (4.2)

58
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3. Convolución: Si L{f(t)} = F (s) y L{g(t)} = G(s), con f(t) y g(t) ambas causales, entonces

L{f(t) ∗ g(t)} = F (s)G(s).

4. Valor inicial: Si L{f(t)} = F (s), entonces1

ĺım
t→0+

f(t) = ĺım
s→∞

sF (s).

5. Valor final: Si L{f(t)} = F (s), y F (s) tiene todos sus polos en el semi-plano izquierdo
abierto2, entonces

ĺım
t→∞

f(t) = ĺım
s→0

sF (s).

De aqúı en adelante, por simplicidad se preferirá escribir f(0+) y f(∞) para los valores iniciales
y finales de f(t), respectivamente.
Nota: Se invita al lector demostrar estas propiedades. ¡Es una buena forma de aprenderlas!

Ejercicio 4.1.1 (KK) Determine la transformada de Laplace de las siguientes señales:

1. f1(t) = cos(ω0t)µ(t)

2. f2(t) = t sin(ω0t)µ(t)

3. f3(t) =
e−3t

3
µ(t)

∫ t

0
e3τdτ .

Desarrollo.

1. Por definición, calculamos la integral (4.1) para este caso:

L{cos(ω0t)µ(t)} =

∫ ∞
0−

cos(ω0t)e
−stdt

=
1

2

∫ ∞
0−

(ejω0t + e−jω0t)e−stdt

=
1

2

[
e−(s+jω0)t

−(s+ jω0)
+

e−(s−jω0)t

−(s− jω0)

] ∣∣∣∣∞
0−

=
1

2

[
1

s+ jω0
+

1

s− jω0

]
=

s

s2 + ω2
0

.

1Note que el valor inicial calculado es aquel inmediatamente después del tiempo cero. Esto a diferencia del
valor que se obtiene en (4.2), que corresponde al valor inmediatamente antes del tiempo cero.

2En el dominio del tiempo, esto es equivalente a requerir que el ĺımite ĺımt→∞ f(t) exista.
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2. En primer lugar, calculamos la transformada de sin(ω0t)µ(t) gracias a la propiedad de
derivación3:

L{sin(ω0t)µ(t)} =
−1

ω0
L
{
d(cos(ω0t)µ(t))

dt
− δ(t)

}
=
−1

ω0
(sL{cos(ω0t)µ(t)} − 1)

=
−1

ω0

(
s2

s2 + ω2
0

− 1

)
=

ω0

s2 + ω2
0

.

Luego, gracias a que L{tf(t)} = −dF (s)/ds, se obtiene finalmente

L{t sin(ω0t)µ(t)} =
2sω0

(s2 + ω2
0)2

.

3. Una forma de proceder es calculando la integral, y luego aplicando la propiedad de lineali-
dad a los términos obtenidos. Sin embargo, se puede reconocer una convolución al escribir

f3(t) =

∫ ∞
0

1

3
e−(t−τ)µ(t− τ)µ(τ)dτ =

1

3
e−3tµ(t) ∗ µ(t). (4.3)

De esta descripción, es inmediato que

L{f3(t)} =
1

3s(s+ 3)
. �

Ejercicio 4.1.2 (KKK) Determine la transformada inversa de Laplace para F (s) = 1
s tanh

(
s
2

)
.

Desarrollo. Antes de resolver, determinemos la transformada de Laplace de una función g(t)
periódica de periodo T :

L{g(t)} =

∫ ∞
0−

g(t)e−stdt

=

∫ T

0−

g(t)e−stdt+

∫ 2T

T
g(t)e−stdt+

∫ 3T

2T
g(t)e−stdt+ . . .

= (1 + e−Ts + e−2Ts + . . . )

∫ T

0
g(t)e−stdt

=
1

1− e−Ts
∫ T

0
g(t)e−stdt. (4.4)

3Note que el escalón juega un papel importante en la derivada que se calcula: d(cos(ω0t)µ(t))/dt =
−ω0 sin(ω0t)µ(t) + δ(t).
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Ahora, analicemos F (s):

F (s) =
1

s
tanh

(s
2

)
=

1

s

e
s
2 − e− s2
e
s
2 + e−

s
2

=
1

s

(es − 2 + e−s)

es − e−s

=
1

s

(1− 2e−s + e−2s)

1− e−2s
.

Comparando la última expresión con (4.4), se concluye que f(t) es periódica de periodo 2, donde

f(t) =

{
1 si 0 ≤ t < 1,

−1 si 1 ≤ t < 2,

con lo cual se obtiene la función f(t) pedida. �

4.2. Función de transferencia y EDS

Aplicando la Transformada de Laplace a una EDS lineal con condiciones iniciales iguales a
cero, se obtiene directamente que

y(t) = h(t) ∗ u(t) ⇐⇒ Y (s) = H(s)U(s).

La función H(s) se conoce como función de transferencia y corresponde a la transformada de
Laplace de la respuesta a impulso h(t) con condiciones iniciales cero. En los ejercicios siguientes
veremos que la función de transferencia describe completamente la EDS de un sistema LTI, y
viceversa.

Ejercicio 4.2.1 (K) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un impulso
unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e−2tµ(t). Usando la transformada de Laplace,
calcule la respuesta del sistema a una entrada u(t) = e−3tµ(t) y condiciones iniciales cero.

Desarrollo. Gracias a la transformada de Laplace, podemos obtener Y (s) como

Y (s) = G(s)U(s) =
1

s+ 2

1

s+ 3
=

1

s+ 2
− 1

s+ 3

Por ende, la respuesta pedida está dada por

y(t) = L−1{Y (s)} = (e−2t − e−3t)µ(t).

que es exactamente igual a la respuesta obtenida desarrollando la convolución en el dominio del
tiempo (ver Ejercicio 2.4.2). �

Ejercicio 4.2.2 (KK, Problema 7.6. de [1]) Se sabe que la respuesta de un sistema lineal a
un escalón unitario en su entrada (con condiciones iniciales iguales a cero) está dada por:

g(t) = (2− 2e−4t + te−4t)µ(t). (4.5)

Determine la función de transferencia del sistema, y la EDS. Usando las propiedades de la
transformada de Laplace, calcule los valores inicial y final de la respuesta a escalón.
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Desarrollo. Aplicando transformada de Laplace en (4.5), escribimos

H(s) =
G(s)

1
s

=

2

s
− 2

s+ 4
+

1

(s+ 4)2

1

s

=
9s+ 32

(s+ 4)2
.

Entonces, sabiendo que H(s) = Y (s)/U(s), la EDS se obtiene como

(s2 + 8s+ 16)Y (s) = (9s+ 32)U(s)

d2y(t)

dt2
+ 8

dy(t)

dt
+ 16y(t) = 9

du(t)

dt
+ 32u(t).

Ahora procedemos a calcular los valores inicial y final utilizando las propiedades de la transfor-
mada de Laplace:

g(0+) = ĺım
s→∞

sG(s) = ĺım
s→∞

H(s) = 0, g(∞) = ĺım
s→0

sG(s) = ĺım
s→0

H(s) = 2,

A modo de comprobación, se puede obtener directamente a partir de (4.5) que

g(0+) = 0, g(∞) = ĺım
t→∞

g(t) = 2,

que corresponde con lo anteriormente calculado. �

Ejercicio 4.2.3 (KK, Problema 7.3. de [1]) Considere un sistema definido por su ecuación
diferencial:

d2y(t)

dt2
+
dy(t)

dt
+ y(t) =

du(t)

dt
+ 3u(t). (4.6)

Determine la función de transferencia del sistema. Luego, determine la salida del sistema a
entrada cero y condiciones iniciales dy(0)/dt = 1 e y(0) = −1. Finalmente, obtenga la salida
del sistema si la entrada es u(t) = µ(t)− µ(t− 2), con condiciones iniciales cero.

Desarrollo. Se obtiene la función de transferencia del sistema aplicando la transformada de
Laplace a ambos lados de (4.6), con condiciones iniciales cero:

(s2 + s+ 1)Y (s) = (s+ 3)U(s) =⇒ H(s) =
Y (s)

U(s)
=

s+ 3

s2 + s+ 1
.

Ahora, para determinar la salida del sistema frente a las condiciones iniciales dadas, resolvemos
(4.6) con u(t) = 0 usando la transformada de Laplace:

(s2 + s+ 1)Yx(s) = sy(0) + dy(0)/dt+ y(0)

= −s.

Reescribiendo,

Yx(s) =
−s

s2 + s+ 1

= − s+ 1
2

(s+ 1
2)2 + 3

4

+
1

2

2√
3

√
3

2

(s+ 1
2)2 + 3

4

.
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Entonces, aplicando transformada inversa de Laplace se obtiene

yx(t) = e
−t
2

[
1√
3

sin

(√
3

2
t

)
− cos

(√
3

2
t

)]
µ(t).

Finalmente, para encontrar la salida del sistema frente a u(t) = µ(t)− µ(t− 2), se determina la
transformada de Laplace de la respuesta a escalón de la siguiente manera:

Yu(s) =
H(s)

s

=
s+ 3

(s2 + s+ 1)s

=
3

s
− 3s+ 2

(s+ 1
2)2 + 3

4

=
3

s
− 3

s+ 1
2

(s+ 1
2)2 + 3

4

− 1√
3

√
3

2

(s+ 1
2)2 + 3

4

.

Aśı, al aplicar transformada inversa,

yu(t) =

[
3− 3e

−t
2 cos

(√
3

2
t

)
+
e
−t
2√
3

sin

(√
3

2
t

)]
µ(t). (4.7)

Entonces, por linealidad e invarianza en el tiempo, la respuesta pedida con condiciones iniciales
iguales a cero corresponde a

y(t) = T〈0, µ(t)− µ(t− 2)〉
= T〈0, µ(t)〉 −T〈0, µ(t− 2)〉
= yu(t)− yu(t− 2),

donde yu(t) se encuentra determinado en (4.7). �

Ejercicio 4.2.4 (KKK) Sea el modelo

d2y(t)

dt2
− 4y(t) = −2

du(t)

dt
+ 10u(t) (4.8)

a) Determine la función de transferencia. ¿Es el sistema estable?

b) Si es posible, determine los valores inicial y final de la respuesta a impulso y de la respuesta
a escalón. Además, obtenga la ganancia a frecuencia infinito.

c) Determine la respuesta del sistema frente a una entrada u(t) = (e−2t − 4te−2t)µ(t) y condi-
ciones iniciales cero. ¿Es la respuesta obtenida acotada? Aclare si hay contradicción con lo
obtenido en a).

d) Si u(t) = k(r(t) − y(t)), donde k es una constante, determine rangos de valores de k donde
el sistema sea estable desde la nueva entrada r(t) hasta y(t).

Desarrollo.
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a) Aplicando transformada de Laplace en (4.8) con condiciones iniciales iguales a cero:

s2Y (s)− 4Y (s) = −2sU(s) + 10U(s)

=⇒ H(s) =
Y (s)

U(s)
=
−2s+ 10

s2 − 4
.

El sistema es inestable, pues la función de transferencia tiene un polo p1 = 2 en el semiplano
derecho del plano complejo.

b) Denotamos h(t) y g(t) como las respuestas a impulso y escalón, respectivamente.

Valor inicial de la respuesta a impulso: h(0+) = ĺıms→∞ sH(s) = −2.

Valor final de la respuesta a impulso: No existe pues H(s) es inestable (no se puede
ocupar el teorema del valor final).

Valor inicial de la respuesta a escalón: g(0+) = ĺıms→∞ s
H(s)
s = 0.

Valor final de la respuesta a escalón: No existe pues H(s) es inestable (no se puede
ocupar el teorema del valor final).

Ganancia a frecuencia infinito: Con una entrada escalón unitario, el primer instante
(cambio de 0 a 1) es de frecuencia infinita. Por ende,

K∞ =
g(0+)− g(0−)

µ(0+)− µ(0−)
= g(0+) = ĺım

s→∞
H(s) = 0.

c) Primero obtenemos la transformada de Laplace de la entrada como

U(s) =
1

s+ 2
− 4

(s+ 2)2
=

s− 2

(s+ 2)2
.

Entonces, la transformada de Laplace de la salida está dada por

Y (s) = H(s)U(s) =
−2s+ 10

(s+ 2)3
=

−2

(s+ 2)2
+

14

(s+ 2)3
.

Al aplicar transformada de Laplace inversa, se obtiene4

y(t) = (−2t+ 7t2)e−2tµ(t).

Vemos que esta señal es acotada, pues ĺımt→∞ y(t) = 0. Esto no contradice la (in)estabilidad
del sistema, pues inestabilidad implica que existe al menos una entrada acotada que produce
una salida no acotada.

d) Determinando la nueva función de transferencia Y (s)/R(s) tenemos

Y (s)

R(s)
=

kH(s)

1 + kH(s)
=

k(−2s+ 10)

s2 − 2ks+ (10k − 4)
.

Aplicando el test de estabilidad para sistemas de segundo orden, se tienen las condiciones

−2k > 0 =⇒ k < 0

10k − 4 > 0 =⇒ k >
2

5
.

Como deben cumplirse ambas restricciones en simultáneo, no existe k ∈ R que estabilice el
lazo. �

4Aqúı se ocupó el hecho que L{tne−atµ(t)} = n!
(s+a)n+1 . Esta propiedad se puede deducir a través de múltiples

integraciones por partes en la definición de la transformada de Laplace para esta señal.
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4.3. Análisis transiente en tiempo continuo

Ejercicio 4.3.1 (K) Obtenga la respuesta a escalón unitario, la ganancia a continua, el tiempo
de levantamiento, y el tiempo de asentamiento. ¿Es razonable aproximar éste a 4τ?

1. H1(s) =
a

s+ b
, b > 0

2. H2(s) =
s+ a

s+ b
, a > b > 0.

Desarrollo.

1. La respuesta a escalón g(t) es

g(t) =
a

b
(1− e−bt)µ(t).

Entonces, se tienen las siguientes caracteŕısticas:

Ganancia a continua: g(∞) = a/b.

Tiempo de levantamiento: 0 a 100 %: infinito. 0 a 90 %: ln(10)/b.

Tiempo de asentamiento: 95 %: ln(20)/b. 98 %: ln(50)/b.

2. La respuesta a escalón g(t) es

g(t) =

(
a

b
− a− b

b
e−bt

)
µ(t).

Entonces, se tienen las siguientes caracteŕısticas:

Ganancia a continua: g(∞) = a/b.

Tiempo de levantamiento (cáıda): Nunca se obtendrá el valor final en tiempo finito.
Por ende, el tiempo de levantamiento hasta 100 % es infinito. Para otros porcentajes,
se estudiará el tiempo de levantamiento hasta un x% del valor final, donde x < 100.
Se tiene que

a

b
− a− b

b
e−btL =

x

100

a

b
⇐⇒ tL =

1

b
ln

[
100(a− b)
a(100− x)

]
,

válido para aquellos x, a, b donde
[

100(a−b)
a(100−x)

]
> 1. Es decir, x

100
a
b > 1. Esto corresponde

a requerir que x% del valor final se encuentre entre los valores inicial g(0+) = 1 y
final g(∞) = a/b.

Note que para ambos casos, el tiempo de levantamiento hasta x% equivale al tiempo de asenta-
miento hasta el x%. �

Ejercicio 4.3.2 (KKK) Obtenga la respuesta a escalón, la ganancia a continua, el tiempo de
levantamiento a 100 %, y el overshoot (Mp) a partir de la función de transferencia

H(s) =
ω2
n

s2 + 2ξωns+ ω2
n

donde 0 < ξ < 1, ωn > 0.
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Desarrollo. Definiendo ωd = ωn
√

1− ξ2, se calcula la respuesta a escalón integrando la res-
puesta a impulso:

g(t) = L−1

{
ω2
n

s(s2 + 2ξωns+ ω2
n)

}
=
ω2
n

ωd

∫ t

0
L−1

{
ωd

(s+ ξωn)2 + ω2
d)

}
dτ

=
ω2
n

ωd

∫ t

0
e−ξωnτ sin(ωdτ)dτ

=
ω2
n

ωd

[
ωd
ω2
n

− e−ξωntωd cos(ωdt) + ξωn sin(ωdt)

ω2
n

]
µ(t)

=

[
1− e−ξωnt cos(ωdt)−

ξ√
1− ξ2

e−ξωnt sin(ωdt)

]
µ(t)

=

[
1− e−ξωnt√

1− ξ2
sin(ωdt+ arc cos(ξ))

]
µ(t).

Note que la ganancia a continua es g(∞) = 1. Para el cálculo del tiempo de levantamiento, se
resuelve la ecuación g(tL) = 1:

g(tL) = 1 =⇒ tL =
π − arc cos(ξ)

ωd
. (4.9)

Finalmente, para determinar el overshoot Mp de la respuesta a escalón, se deriva e iguala la
respuesta a escalón a cero, para encontrar el valor mı́nimo de t > 0 donde la derivada de la
respuesta a escalón es cero:

dg(t)

dt
= 0 ⇐⇒ −ωde−ξωnt√

1− ξ2
cos(ωdt+ arc cos(ξ)) +

ξωn√
1− ξ2

e−ξωnt sin(ωdt+ arc cos(ξ)) = 0

⇐⇒ tan(ωdt+ arc cos(ξ)) =

√
1− ξ2

ξ

=⇒ t =
π

ωd
.

Entonces, reemplazando en g(t), y restando el valor final, se obtiene que

Mp = e
−ξπ√
1−ξ2 . �

Ejercicio 4.3.3 (K) Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo con función de transferencia

H1(s) =
9

s2 + 3s+ 9
,

con respuesta a escalón dada en la Figura 4.1. Grafique la respuesta a escalón del sistema

H2(s) =
36

s2 + 6s+ 36
.
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Figura 4.1: Respuesta a escalón del sistema con función de transferencia H1(s).

Desarrollo. El sistema H1(s) puede escribirse como

H1(s) =
1(s

3

)2
+
(s

3

)
+ 1

, (4.10)

mientras que H2(s) puede expresarse como

H2(s) =
1(s

6

)2
+
(s

6

)
+ 1

, (4.11)

con lo cual se deduce que H2(s) = H1( s2). Es decir, estos sistemas de segundo orden sólamente
se diferencian en su valor ωn. Entonces, se estudiará el efecto de cambiar ωn en la respuesta a
escalón.

Gracias a la propiedad de escalamiento, la respuesta a escalón del sistema H2(s) está dada
por

g2(t) = L−1

{
H2(s)

s

}
= L−1

{
1

2

H1( s2)
s
2

}
= g1(2t),

donde g1(t) es la respuesta a escalón del sistema H1(s). En conclusión, el cambio en ωn es
equivalente a un escalamiento de la respuesta a escalón en el dominio del tiempo. Esto se puede
apreciar en la Figura 4.2, la cual si se compara con la Figura 4.1, lo único que cambia es la
escala de tiempo. �
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Figura 4.2: Respuesta a escalón del sistema con función de transferencia H2(s).

4.4. Transformada Zeta: Definición

De forma análoga a la transformada de Laplace, la transformada Zeta permite el análisis
conveniente de sistemas lineales en tiempo discreto. Facilita la resolución de ecuaciones recursi-
vas, haciendo más fácil su manipulación e interpretación. La transformada Zeta se define como

Z{f [k]} = F (z) ,
∞∑
k=0

f [k]z−k. (4.12)

Las propiedades más importantes de la transformada Zeta para la resolución de ecuaciones
recursivas se detallan a continuación.

1. Linealidad: Si Z{f1[k]} = F1(z) y Z{f2[k]} = F2(z), entonces para a, b reales,

Z{af1[k] + bf2[k]} = aF1(z) + bF2(z).

2. Transformada del retraso: Si Z{f [k]} = F (z), entonces

Z{f [k − 1]} = z−1F (z) + f(−1).

3. Transformada del adelanto: Si Z{f [k]} = F (z), entonces

Z{f [k + 1]} = zF (z)− zf(0).

4. Convolución: Si Z{f [k]} = F (z) y Z{g[k]} = G(z), con f [k] y g[k] ambas causales, entonces

Z{f [k] ∗ g[k]} = F (z)G(z).
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5. Valor inicial: Si Z{f [k]} = F (z), entonces

f [0] = ĺım
z→∞

F (z).

6. Valor final: Si Z{f [k]} = F (z), y el valor final de f [k] existe, entonces

ĺım
k→∞

f [k] = ĺım
z→1

(z − 1)F (z).

Ejercicio 4.4.1 (KK) Determine la transformada Zeta de las siguientes funciones de tiempo
discreto:

1. f1[k] = αk sin(θ0k)µ[k], donde |α| < 1.

2. f2[k] = kβkµ[k], donde |β| < 1.

3. f3[k] =

{
1 si k = 0, 2, 4, 6, ...

0 en otro caso.

Desarrollo.

1. Trabajamos por definición5 (ver Apéndice 7.1).

Z{αk sin(θ0k)µ[k]} =
∞∑
k=0

αk sin(θ0k)z−k

=
1

2j

∞∑
k=0

(α
z

)k
(ejθ0k − e−jθ0k)

=
1

2j

(
1

1− αejθ0
z

− 1

1− αe−jθ0
z

)

=

α
z ( e

jθ0−e−jθ0
2j )

1− 2αz ( e
jθ0+e−jθ0

2j ) + α2

z2

=
αz sin(θ0)

z2 − 2αz cos(θ0) + α2
. (4.13)

2. Existen propiedades que permiten calcular esta transformada casi inmediatamente. En este
apunte, tomamos otro camino. Note que podemos escribir la transformada pedida como

F2(z) =
β

z
+ 2

(
β

z

)2

+ 3

(
β

z

)3

+ .... (4.14)

Aśı, tenemos

β

z
F2(z) =

(
β

z

)2

+ 2

(
β

z

)3

+ .... (4.15)

5Recuerde que sin(x) = (ejx − e−jx)/(2j) y cos(x) = (ejx + e−jx)/2
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Entonces, restando (4.14) con (4.15), obtenemos(
1− β

z

)
F2(z) =

β

z
+

(
β

z

)2

+

(
β

z

)3

+ .... =
∞∑
k=1

βkz−k = −1 +
z

z − β .

Ordenando, se concluye que6

F2(z) =
βz

(z − β)2
.

3. Nuevamente por definición,

Z{f3[k]} = 1 + z−2 + z−4 + +z−6 + ...

=

∞∑
k=0

z−2k

=
z2

z2 − 1
. �

4.5. Función de Transferencia y ERS

De forma análoga al caso de tiempo continuo, al aplicar la transformada Zeta a una ERS
lineal con condiciones iniciales iguales a cero se obtiene directamente la función de transferencia
H(z) gracias a

y[k] = h[k] ∗ u[k] ⇐⇒ Y (z) = H(z)U(z).

Los cálculos de respuesta a impulso (de Kronecker), escalón unitario, y entrada arbitraria son
análogos al caso continuo con la transformada de Laplace.

Aparte de la diferencia en la naturaleza de las condiciones iniciales (instante justo anterior
a cero con sus derivadas en el caso de tiempo continuo, versus muestras anteriores al cero en
el caso de tiempo discreto), otra diferencia se encuentra en la estabilidad: un sistema LTI de
tiempo discreto es estable si y sólo si su función de transferencia H(z) tiene todos sus polos con
magnitud (como número complejo) estrictamente menor que uno.

Ejercicio 4.5.1 (K) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un delta de
Kronecker es h[k] = (0,7)kµ[k]. Usando la transformada Zeta, calcule la respuesta del sistema a
una entrada u[k] = (0,3)kµ[k].

Desarrollo. Gracias a la transformada Zeta, podemos obtener Y (z) como

Y (z) = H(z)U(z) =
z2

(z − 0,7)(z − 0,3)
= z

(
7
4

z − 0,7
−

3
4

z − 0,3

)
.

Por ende, la respuesta pedida está dada por

y[k] = Z−1{Y (z)} =

[
7

4
(0,7)k − 3

4
(0,3)k

]
µ[k],

que es exactamente igual a la respuesta obtenida desarrollando la convolución en el dominio del
tiempo (ver Ejercicio 2.6.1). �

6Otra forma de obtener este resultado es a través de la propiedad de derivación Z{kf [k]} = −z dF (z)
dz

, con

f [k] = βkµ[k] y F (z) = z
z−β .
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Ejercicio 4.5.2 (K) Determine la respuesta a impulso h[k] con condiciones iniciales cero para
los siguientes sistemas:

1. y[k] = 3u[k − 1] + u[k − 2] + 2u[k − 4]

2. y[k] = 0,5y[k − 1] + 3u[k − 1] + u[k − 2].

Desarrollo.

1. Para este caso, basta aplicar transformada Zeta a la ERS y fijar U(z) = 1:

Y (z) = U(z)(3z−1 + z−2 + 2z−4)

=⇒ H(z) = 3z−1 + z−2 + 2z−4.

Entonces, por inspección,

h[k] =


3 si k = 1,

1 si k = 2,

2 si k = 4,

0 en otro caso.

Esto se puede escribir como

h[k] = 3δK [k − 1] + δK [k − 2] + 2δK [k − 4].

2. Nuevamente, aplicando transformada Zeta y haciendo U(z) = 1:

Y (z)(1− 0,5z−1) = U(z)(3z−1 + z−2)

=⇒ H(z) =
3z + 1

z(z − 0,5)

H(z) = −10− 2

z
+

10z

z − 0,5
.

Aśı, pasando al dominio del tiempo,

h[k] = −10δK [k]− 2δK [k − 1] + 10(0,5)kµ[k]. �

Ejercicio 4.5.3 (KK) Sea el sistema

2y[k]− 2y[k − 1] + y[k − 2] = −3u[k − 1].

1. Calcule la respuesta a impulso del sistema, con condiciones iniciales cero.

2. Calcule la respuesta yx[k] a condiciones iniciales y[−1] = 1 e y[−2] = 2, y entrada cero.

Desarrollo.

1. Encontramos la función de transferencia del sistema aplicando la transformada Zeta a la
EDS, con condiciones iniciales cero:

(2− 2z−1 + z−2)Y (z) = −3z−1U(z)

=⇒ H(z) =
−3

2z

z2 − z + 1
2

.



72 CAPÍTULO 4. LAPLACE Y ZETA: ANÁLISIS BAJO EXCITACIONES ARBITRARIAS

Esta función de transferencia se puede escribir como

H(z) =
−3 1√

2
sin(π4 )z

z2 − 2 1√
2

cos(π4 )z + ( 1√
2
)2
,

con lo cual, al usar el resultado del ejercicio 4.4.1, se obtiene

h[k] = −3

(
1√
2

)k
sin
(π

4
k
)
µ[k].

2. Esta vez, hacemos u[k] ≡ 0 y consideramos condiciones iniciales distintas de cero:

(2−2z−1+z−2)Y (z)−2y[−1]+y[−2]+z−1y[−1] = 0 =⇒ Y (z) =
z2(2y[−1]− y[−2])− zy[−1]

2z2 − 2z + 1
.

Imponiendo las condiciones iniciales, queda simplemente

yx[k] = Z−1

{ −z
2z2 − 2z + 1

}
= −2

(
1√
2

)k
sin
(π

4
k
)
µ[k],

donde se ha ocupado la misma transformada inversa que la parte anterior. �

Ejercicio 4.5.4 (KK) Determine H(z) y la ERS si la respuesta a la entrada u[k] = (−0,5)kµ[k]
con condiciones iniciales cero es

y[k] =

[
4

3
− (0,5)k−1 − 1

3
(−0,5)k−1

]
µ[k − 1].

Desarrollo. Por linealidad, determinamos la transformada Zeta de cada sumando de la respuesta
y[k]:

Z
{

4

3
µ[k − 1]

}
=

4
3

z − 1

Z
{
−(0,5)k−1µ[k − 1]

}
= − 1

z − 0,5

Z
{
−1

3
(−0,5)k−1µ[k − 1]

}
= −

1
3

z + 0,5
.

Por lo tanto, por linealidad,

H(z) =
Y (z)

U(z)
=

4
3

z − 1
− 1

z − 0,5
−

1
3

z + 0,5
z

z + 0,5

=

z

(z − 0,5)(z + 0,5)(z − 1)
z

z + 0,5

=
1

(z − 0,5)(z − 1)
.



4.5. FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA Y ERS 73

Finalmente, la ERS puede obtenerse a partir de H(z) como

Y (z)

U(z)
=

1

(z − 0,5)(z − 1)

⇐⇒ (1− 1,5z−1 + 0,5z−2)Y (z) = z−2U(z)

⇐⇒ y[k]− 1,5y[k − 1] + 0,5y[k − 2] = u[k − 2]. �

Ejercicio 4.5.5 (KKK) Considere la ERS

y[k + 1]− 0,25y[k − 1] = u[k] + 2u[k − 2].

a) Calcule y[k] para u[k] = δK [k]− δK [k − 1], y[−1] = −4 y las demás condiciones iniciales en
cero.

b) Obtenga los valores de y[k] para k = 0, 1, 2.

c) ¿Es estable la ERS?

d) Obtenga el valor final de la respuesta a escalón.

Desarrollo.

a) Aplicando transformada Zeta a la ERS, obtenemos

Y (z)− 0,25[y[−2] + z−1y[−1] + z−2Y (z)] = z−1 − z−2 + 2z−3 − 2z−4

Y (z)(1− 0,25z−2) = −z−2 + 2z−3 − 2z−4

Y (z) =
−z2 + 2z − 2

z2(z − 0,5)(z + 0,5)

Y (z) = z

(
36

z
− 8

z2
+

8

z3
− 10

z − 0,5
− 26

z + 0,5

)
,

con lo cual se obtiene

y[k] = 36δK [k]− 8δK [k − 1] + 8δK [k − 2]−
[
10(0,5)k + 26(−0,5)k

]
µ[k].

b) Reemplazando en el resultado obtenido en el punto anterior:

y[0] = 36− (10 + 26) = 0

y[1] = −8− (5− 13) = 0

y[2] = 8−
[

5

2
+

13

2

]
= −1.

c) Calculando la función de transferencia:

H(z) =
z2 + 2

z(z − 0,5)(z + 0,5)
,

se tiene que todos los polos de la función de transferencia tienen magnitud estrictamente
menor que uno. Por lo tanto, la ERS es estable.
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d) A partir de la función de transferencia, se calcula el valor final de la respuesta a escalón g[∞]
gracias a la propiedad de la transformada Zeta:

g[∞] = ĺım
z→1

(z − 1)H(z)
z

z − 1
= H(1) = 4 �

Ejercicio 4.5.6 (KKK) Sea un sistema LTI con entrada u[k], salida y[k] y condiciones ini-
ciales y0. Si u1[k] = (0,5)kµ[k], la respuesta es y1[k] = [2,5(0,2)k + (k + 1,5)(0,5)k]µ[k]. Con
condiciones iniciales 2y0 y señal de entrada u2[k] = 0,5k+1µ[k], la respuesta es y2[k] = [2(0,2)k+
(6 + k)(0,5)k+1]µ[k]. Determine:

1. La respuesta del sistema frente a las condiciones iniciales y0 y entrada cero, y la respuesta
frente a la entrada u1[k] con condiciones iniciales cero.

2. La ERS del sistema.

3. Las condiciones iniciales.

Desarrollo.

1. Dado que el sistema es lineal, puede escribirse

y1[k] = T〈y0, u1[k]〉
y2[k] = T〈2y0, 0,5u1[k]〉,

de modo que, por linealidad, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

T〈y0, 0〉+ T〈0, u1[k]〉 = [2,5(0,2)k + (k + 1,5)(0,5)k]µ[k]

2T〈y0, 0〉+ 0,5T〈0, u1[k]〉 = [2(0,2)k + (6 + k)(0,5)k+1]µ[k],

donde las incógnitas son las señales T〈y0, 0〉 y T〈0, u1[k]〉. Este sistema de ecuaciones se
resuelve con

T〈y0, 0〉 = 0,5[(0,2)k + 3(0,5)k]µ[k], T〈0, u1[k]〉 = [2(0,2)k + k(0,5)k]µ[k].

2. Podemos encontrar la ERS a partir de la función de transferencia del sistema. Como la
función de transferencia se define con condiciones iniciales cero, ésta puede obtenerse a
partir de los siguientes cálculos:

H(z) =
Z{[2(0,2)k + k(0,5)k]µ[k]}

Z{(0,5)kµ[k]}

=

2z

z − 0,2
+

0,5z

(z − 0,5)2

z

z − 0,5

=
2z2 − 1,5z + 0,4

z2 − 0,7z + 0,1
.

De esta forma, puede concluirse que la ERS del sistema es

y[k]− 0,7y[k − 1] + 0,1y[k − 2] = 2u[k]− 1,5u[k − 1] + 0,4u[k − 2]. (4.16)
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3. Dado que el sistema es de orden 2, las condiciones iniciales son y[−1] y y[−2]. Aplicando
transformada Zeta sobre (4.16) con entrada cero, se tiene que

Y (z)− 0,7(z−1Y (z) + y[−1]) + 0,1(z−2Y (z) + z−1y[−1] + y[−2]) = 0,

con lo cual obtenemos

T〈y0, 0〉 = Z−1

{
z2(0,7y[−1]− 0,1y[−2])− 0,1zy[−1]

z2 − 0,7z + 0,1

}
. (4.17)

Por otro lado, al calcular la transformada Zeta de la respuesta a condiciones iniciales
obtenida anteriormente, se tiene

Z{T〈y0, 0〉} =
0,5z

z − 0,2
+

1,5z

z − 0,5
=

2z2 − 0,55z

z2 − 0,7z + 0,1
.

Igualando coeficientes con la transformada Zeta obtenida en (4.17), concluimos que y[−1] =
5,5, e y[−2] = 18,5. �



Caṕıtulo 5

Representaciones de sistemas lineales

En este apunte ya se han visto varias formas de describir un sistema lineal e invariante en
el tiempo, como la EDS, la función de transferencia, la respuesta en frecuencia, o la respuesta a
impulso. En ocasiones, conviene representar estas ecuaciones o funciones de otras maneras.

Una forma consiste en reescribir la EDS en términos de variables de estado. Éstas pueden
describir variables internas del sistema que no son expĺıcitamente descritas en las otras repre-
sentaciones, ganando aśı mayor intuición sobre las dinámicas modeladas. Adicionalmente, al
escribir el sistema por su representación en variables de estado, se obtienen ganancias compu-
tacionales y algoŕıtmicas. Las señales se obtienen a partir de cálculos matriciales, lo cual es más
adecuado para el trabajo con computador. Además, muchos algoritmos de control óptimo uni y
multi-variable están descritos en términos de variables de estado.

Luego, se estudiarán 3 formas gráficas de representar sistemas: diagramas de bloques, diagra-
mas de Bode, y diagramas de Nyquist. Estas tres se basan en una representación en frecuencia
del sistema LTI. Diagramas de bloques son adecuados para representar interconexiones y sis-
temas complejos, mientras que los diagramas de Bode y Nyquist son útiles para visualizar de
forma más clara el comportamiento del sistema frente a bajas, medias, y altas frecuencias. Esto
posteriormente sirve para el diseño robusto de controladores, márgenes de estabilidad, entre
otras aplicaciones.

5.1. Variables de Estado

Un sistema dinámico lineal puede representarse con las siguientes ecuaciones lineales en
tiempo continuo y tiempo discreto:
Tiempo continuo:

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t) (5.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Tiempo discreto:

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] (5.2)

y[k] = Cx[k] + Du[k],

76
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donde u es la señal de entrada, x es el vector de estado, e y es la señal de salida.
Nota: Una diferencia no menor en las representaciones de variables de estado de tiempo con-
tinuo y discreto es la interpretación de las condiciones iniciales. Para tiempo continuo, x(0−)
se puede relacionar con el valor de la salida y sus derivadas inmediatamente antes al momento
cero, y para tiempo discreto x[0] puede relacionarse con los valores de la salida en instantes de
tiempo anteriores al tiempo cero.

Relación con la función de transferencia: Aplicando transformada de Laplace y transfor-
mada Zeta en (5.1) y (5.2) respectivamente, se obtienen las siguientes expresiones para la función
de transferencia:
Tiempo continuo:

H(s) = C(sI−A)−1B + D.

Tiempo discreto:

H(z) = C(zI−A)−1B + D.

Ejercicio 5.1.1 (K) Determine el modelo en variables de estado y la función de transferencia
de los siguientes sistemas:

1.
d2y(t)

dt2
+ ω2y(t) = u(t)

2. y[k] = u[k − 4].

Desarrollo.

1. Haciendo x1(t) = y(t), x2(t) = dx1(t)/dt = dy(t)/dt, se obtiene directamente que[
dx1(t)
dt

dx2(t)
dt

]
=

[
0 1
−ω2 0

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

]
+ [0]u(t).

Entonces, la función de transferencia del sistema está dada por

H(s) = C(sI−A)−1B + D

=
[
1 0

] [ s −1
ω2 s

]−1 [
0
1

]
+ [0]

=
1

s2 + ω2
.

2. En primer lugar se expresa la ecuación recursiva como y[k + 4] = u[k]. Luego, definiendo
los estados x1[k] = y[k], x2[k] = x1[k + 1] = y[k + 1], x3[k] = x2[k + 1] = y[k + 2] e
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x4[k] = x3[k + 1] = y[k + 3], se obtiene el siguiente modelo en variables de estado:
x1[k + 1]
x2[k + 1]
x3[k + 1]
x4[k + 1]

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



x1[k]
x2[k]
x3[k]
x4[k]

+


0
0
0
1

u[k]

y[k] =
[
1 0 0 0

] 
x1[k]
x2[k]
x3[k]
x4[k]

+ [0]u[k].

Entonces, la función de transferencia del sistema está dada por

H(z) = C(zI−A)−1B + D

=
[
1 0 0 0

] 
z −1 0 0
0 z −1 0
0 0 z −1
0 0 0 z


−1 

0
0
0
1

+ [0]

=
1

z4
.

Note que para obtener la última igualdad, no es necesario obtener la inversa de toda la
matriz, sino que sólamente el elemento de la primera fila, última columna. �

Ejercicio 5.1.2 (KK) Determine el modelo en variables de estado, la función de transferencia
por variables de estado, y la respuesta a escalón de los siguientes sistemas:

1.
dy(t)

dt
+ 3y(t) =

du(t)

dt
+ 2u(t)

2. y[k] = 0,5y[k − 1] + u[k] + u[k − 1]

3.
dy2(t)

dt2
= 3u(t).

Desarrollo.

1. Calculamos la función de transferencia directamente con transformada de Laplace:

H(s) =
s+ 2

s+ 3
= 1− 1

s+ 3
.

Aśı, D = 1. Se calculan las demás matrices a partir de la parte estrictamente propia de
H(s), en donde D = 0 y Y (s)/U(s) = −1/(s+ 3), obteniéndose

dx(t)

dt
= −3x(t)− u(t)

y(t) = x(t) + u(t).
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Se puede obtener de vuelta la función de transferencia como

H(s) = C(sI−A)−1B + D

= − 1

s+ 3
+ 1

=
s+ 2

s+ 3
.

Para el cálculo de la respuesta a escalón, desarrollamos

L−1

{
H(s)

s

}
= L−1

{
1

s
C(sI−A)−1B +

D

s

}
= Dµ(t) + C

∫ t

0
eAτdτBµ(t)

= µ(t)−
∫ t

0
e−3τdτµ(t)

=

(
2

3
+

1

3
e−3t

)
µ(t).

2. Calculamos la función de transferencia directamente con la transformada Zeta:

H(z) =
z + 1

z − 1
2

= 1 +
3
2

z − 1
2

.

Aśı, D = 1. Se calculan las demás matrices a partir de la parte estrictamente propia de
H(z), en donde D = 0 y Y (z)/U(z) = 3

2/(z − 1
2), obteniéndose

x[k + 1] =
1

2
x[k] +

3

2
u[k]

y[k] = x[k] + u[k].

Al igual que la parte anterior, se obtiene la función de transferencia por

H(z) = C(zI−A)−1B + D

=
3
2

z − 1
2

+ 1

=
z + 1

z − 1
2

.

Para el cálculo de la respuesta a escalón, desarrollamos

Z−1

{
zH(z)

z − 1

}
= Z−1

{
z

z − 1
C(zI−A)−1B +

Dz

z − 1

}
= Dµ[k] + C(µ[k − 1] ∗Akµ[k])B

= Dµ[k] + C
∑
i∈Z

Ak−iµ[k − i]µ[i− 1]B

= µ[k] +
3

2

k∑
i=1

(
1

2

)k−i
µ[k − 1]

= µ[k] +
3

2

[
2−

(
1

2

)k−1
]
µ[k − 1].
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Nota: El resultado obtenido es igual a y[k] =
[
4− 3

(
1
2

)k]
µ[k], que corresponde a la

transformada Zeta inversa de la función de transferencia multiplicada por z/(z − 1).

3. Hacemos x1(t) = y(t), y x2(t) = dy(t)/dt = dx1(t)/dt. Aśı, escribimos[
dx1(t)
dt

dx2(t)
dt

]
=

[
0 1
0 0

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

]
+ [0]u(t).

Entonces, la función de transferencia del sistema está dada por

H(s) = C(sI−A)−1B + D

=
[
1 0

] [s −1
0 s

]−1 [
0
1

]
+ [0]

=
3

s2
.

Finalmente, el cálculo de la respuesta a escalón g(t) se puede hacer secuencialmente. Pri-
mero, notamos que debe cumplirse que dx2(t)/dt = 3µ(t). Esto es, x2(t) = 3tµ(t). Como
x2(t) = dx1(t)/dt, obtenemos que la respuesta a escalón es g(t) = 1,5t2µ(t). �

Ejercicio 5.1.3 (KKK) Considere el siguiente sistema descrito en variables de estado:[
dx1(t)
dt

dx2(t)
dt

]
=

[
0 −2
1 −3

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 2

] [x1(t)
x2(t)

]
+ [0]u(t).

1. Si y(0−) = 3 e dy(0−)/dt = 0, obtenga las condiciones iniciales x1(0−) y x2(0−).

2. Usando la representación en variables de estado, obtenga la respuesta del sistema frente a
las condiciones iniciales anteriormente descritas, con entrada cero.

3. Determine x2(t) si u(t) = e−tµ(t), con condiciones iniciales cero.

4. ¿Es el sistema estable? Obtenga la función de transferencia.

5. Obtenga otra representación equivalente de variables de estado donde la matriz A sea
diagonal.

Desarrollo.

1. Por la ecuación que relaciona la salida con los estados, al evaluar t = 0− se tiene

y(0−) = x1(0−) + 2x2(0−).

Al derivar la misma ecuación y fijar t = 0−, se obtiene

dy(0−)

dt
=
[
1 2

] [dx1(0−)
dt

dx2(0−)
dt

]
=
[
1 2

] [0 −2
1 −3

] [
x1(0−)
x2(0−)

]
.

Hemos llegado a dos ecuaciones con dos incógnitas, x1(0−) y x2(0−). La solución de este
sistema de ecuaciones es x1(0−) = 2 y x2(0−) = 0,5.
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2. Al aplicar transformada de Laplace en la ecuación de estado con entrada cero, se obtiene[
sX1(s)
sX2(s)

]
=

[
0 −2
1 −3

] [
X1(s)
X2(s)

]
+

[
x1(0−)
x2(0−)

]
=⇒

[
X1(s)
X2(s)

]
=

[
s 2
−1 s+ 3

]−1 [
2

0,5

]
=

1

(s+ 1)(s+ 2)

[
2s+ 5

0,5s+ 2

]
,

lo cual implica que la transformada de Laplace de la respuesta a estado, Yx(s), está dada
por

Yx(s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)

[
1 2

] [ 2s+ 5
0,5s+ 2

]
=

3(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)
.

Finalmente, obtenemos la señal pedida a partir de la transformada inversa de Laplace:

yx(t) = L−1

{
3(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)

}
= L−1

{
6

s+ 1

}
− L−1

{
3

s+ 2

}
= (6e−t − 3e−2t)µ(t).

3. Nuevamente aplicamos transformada de Laplace en la ecuación de estado, pero esta vez
con condiciones iniciales cero:[

sX1(s)
sX2(s)

]
=

[
0 −2
1 −3

] [
X1(s)
X2(s)

]
+

1

s+ 1

[
0
1

]
=⇒

[
X1(s)
X2(s)

]
=

1

s+ 1

[
s 2
−1 s+ 3

]−1 [
0
1

]
=

1

(s+ 1)2(s+ 2)

[
−2
s

]
.

Aplicando la transformada inversa de Laplace a X2(s) se obtiene

x2(t) = L−1

{
s

(s+ 1)2(s+ 2)

}
= L−1

{
2

s+ 1

}
− L−1

{
1

(s+ 1)2

}
− L−1

{
2

s+ 2

}
= (2e−t − te−t − 2e−2t)µ(t).

4. Analizamos estabilidad al calcular los autovalores de la matriz A de estado:

det(λI−A) = 0 ⇐⇒
∣∣∣∣ λ 2
−1 λ+ 3

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ (λ+ 1)(λ+ 2) = 0. (5.3)

Esto implica que los autovalores son λ1 = −1 y λ2 = −2, los cuales tienen parte real
negativa. Por lo tanto, el sistema es estable.

Calculamos la función de transferencia con el desarrollo estándar:

H(s) = C(sI−A)−1B + D

=
1

(s+ 1)(s+ 2)

[
1 2

] [s+ 3 −2
1 s

] [
0
1

]
=

2(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)
.
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5. Para encontrar una representación diagonal, se debe diagonalizar la matriz A de la repre-
sentación en variables de estado. Con un poco de álgebra, puede encontrarse que[

0 −2
1 −3

]
=

[
2 1
1 1

]
︸ ︷︷ ︸
,P

[
−1 0
0 −2

]
︸ ︷︷ ︸
,DA

[
1 −1
−1 2

]
︸ ︷︷ ︸

=P−1

Entonces, hacemos el cambio de variable[
x̃1(t)
x̃2(t)

]
= P−1

[
x1(t)
x2(t)

]
, (5.4)

para reescribir las ecuaciones de variables de estado con matrices (DA,P
−1B,CP,0),

obteniendo [
dx̃1(t)
dt

dx̃2(t)
dt

]
=

[
−1 0
0 −2

] [
x̃1(t)
x̃2(t)

]
+

[
−1
2

]
u(t)

y(t) =
[
4 3

] [x̃1(t)
x̃2(t)

]
+ [0]u(t). �

Ejercicio 5.1.4 (KKK) Considere la función de transferencia de un sistema de tiempo discreto
en la que no hay cancelaciones:

H(z) =
bn−1z

n−1 + bn−2z
n−2 + · · ·+ b1z + b0

zn + an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0
. (5.5)

Demuestre que una realización mı́nima en variables de estado de dicho sistema está dada por
las matrices:

A =


0 1 0 . . . 0 0

0 0 1
. . . 0 0

...
...

...
...

...
−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1

 B =


0
0
...
0
1


C =

[
b0 b1 b2 . . . bn−1

]
D =

[
0
]
.

Desarrollo. El truco consiste en crear una señal auxiliar con transformada X(z), la cual será la
transformada Zeta del primer elemento de nuestro vector de estados. Expresamos la H(z) como

H(z) =
bn−1z

n−1 + bn−2z
n−2 + · · ·+ b1z + b0

zn + an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0
=
Y (z)

X(z)

X(z)

U(z)
.

Aśı, se pueden formar las siguientes relaciones:

U(z)

X(z)
= a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1 + zn

Y (z)

X(z)
= b0 + b1z + · · ·+ bn−2z

n−2 + bn−1z
n−1.



5.1. VARIABLES DE ESTADO 83

Pasando estas igualdades al tiempo:

u[k] = a0x[k] + a1x[k + 1] + · · ·+ an−1x[k + n− 1] + x[k + n] (5.6)

y[k] = b0x[k] + b1x[k + 1] + · · ·+ bn−2x[k + n− 2] + bn−1x[k + n− 1]. (5.7)

Por lo tanto, al definir los estados x1[k] = x[k], x2[k] = x1[k + 1] = x[k + 1], ... xn[k] =
xn−1[k + 1] = x[k + n], las ecuaciones (5.6) y (5.7) se pueden expresar como

y[k] = b0x1[k] + b1x2[k] + · · ·+ bn−2xn−1[k] + bn−1xn[k]

xn[k + 1] = −a0x1[k]− a1x2[k]− · · · − an−1xn[k] + u[k].

Finalmente, expresando estas últimas ecuaciones de forma matricial, en conjunto con las defini-
ciones de los estados escritos anteriormente, se tiene la representación en variables de estado


x1[k + 1]
x2[k + 1]

...
xn−1[k + 1]
xn[k + 1]

 =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1
. . . 0 0

...
...

...
...

...

0 0 0
. . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1




x1[k]
x2[k]

...
xn−1[k]
xn[k]

+


0
0
...
0
1

u[k]

y[k] =
[
b0 b1 . . . bn−2 bn−1

]

x1[k]
x2[k]

...
xn−1[k]
xn[k]

+
[
0
]
u[k].

Nota: Si H(z) fuese función de transferencia bipropia, es decir, con numerador de mismo grado
que denominador, basta dividir los polinomios numerador y denominador para separar H(z)
como H(z) = H(∞) +Hsp(z), donde Hsp(z) es estrictamente propia. Entonces, solamente debe
aplicarse este método a Hsp(z), y el término asociado a H(∞) corresponde a la matriz D de
la representación en variables de estado de H(z). Finalmente, note que el desarrollo no vaŕıa
mucho si en vez de tener una función de transferencia de tiempo discreto, se hubiera tenido una
de tiempo continuo. �

Ejercicio 5.1.5 (K) Considere el sistema en cascada de la Figura 5.1, donde G1(s) y G2(s)
tienen representaciones en variables de estado dadas por (A1,B1,C1,D1) y (A2,B2,C2,D2)
respectivamente. Determine una representación en variables de estado para G1G2 (es decir, de
u(t) a y(t)).

-G1(s) -G2(s) -u(t) v(t) y(t)

Figura 5.1: Diagrama de bloques de un sistema en cascada.
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Desarrollo. Escribimos las ecuaciones de variable de estado para cada sistema por separado
como

dx1(t)

dt
= A1x1(t) + B1u(t)

dx2(t)

dt
= A2x2(t) + B2v(t)

v(t) = C1x1(t) + D1u(t) y(t) = C2x2(t) + D2v(t).

De estas ecuaciones, podemos escribir dx2(t)/dt e y(t) respectivamente como

dx2(t)

dt
= A2x2(t) + B2C1x1(t) + B2D1u(t)

y(t) = C2x2(t) + D2C1x1(t) + D2D1u(t)

Con esto, obtenemos que una posible representación en variables de estado está dada por[
dx1(t)
dt

dx2(t)
dt

]
=

[
A1 0

B2C1 A2

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
B1

B2D1

]
u(t)

y(t) =
[
D2C1 C2

] [x1(t)
x2(t)

]
+ D2D1u(t). �

5.2. Diagramas de bloques

Un diagrama de bloques de gran interés en control es el diagrama de lazo realimentado
siguiente:

C(s)

G(s)- m -

6

�

-
r(t) +

+

y(t)

Figura 5.2: Diagrama de bloques de un lazo realimentado.

La función de transferencia T (s) = Y (s)/R(s) se obtiene a partir de

[R(s)− C(s)Y (s)]G(s) = Y (s) =⇒ T (s) =
Y (s)

R(s)
=

G(s)

1−G(s)C(s)
. (5.8)

Note que este no es el esquema único de realimentación utilizado en control. De hecho, no es
el diagrama estándar visto en Control Automático I. Sin embargo, se estudia en esta sección
por su generalidad, y como ejemplo ilustrativo del método a ocupar para obtener funciones de
transferencia a partir de estos diagramas.

Ejercicio 5.2.1 (KK) Considere el diagrama de bloques representado en la Figura 5.3. Obtenga
las siguientes funciones de transferencia:

1. T (s) =
Y (s)

R(s)
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2. So(s) =
Y (s)

Do(s)

3. Sio(s) =
Y (s)

Di(s)

4. Suo(s) =
U(s)

−Do(s)
.

C(s) G(s)- m -

6

m? m?- - - -
+ +

+
+

+

−

r(t) e(t) u(t)

di(t) do(t)

y(t)

Figura 5.3: Diagrama de bloques de un lazo de control por realimentación.

Desarrollo. Para las primeras tres transferencias, determinamos Y (s) en función de R(s), Do(s)
y Di(s):

Y (s) = [C(s)(R(s)− Y (s)) +Di(s)] +Do(s)

=⇒ Y (s) =
G(s)C(s)

1 +G(s)C(s)︸ ︷︷ ︸
T (s)

R(s) +
1

1 +G(s)C(s)︸ ︷︷ ︸
So(s)

Do(s) +
G(s)

1 +G(s)C(s)︸ ︷︷ ︸
Sio(s)

Di(s).

Note que las asignaciones de T (s), So(s) y Sio(s) son válidas pues cada función de transferencia
se debe calcular como la relación entre transformadas de Laplace con condiciones iniciales cero y
demás entradas cero. Gracias a que el sistema es lineal, podemos descomponer la transformada
de salida Y (s) en los efectos desacoplados de r(t), do(t) y di(t).

Finalmente, para Suo(s), podemos expresar U(s) en términos de R(s), Do(s) y Di(s):

U(s) = C(s) (R(s)− Y (s))

= C(s) (R(s)− [G(s)(U(s) +Di(s)) +Do(s)])

=⇒ U(s) =
C(s)

1 +G(s)C(s)
R(s)− C(s)

1 +G(s)C(s)︸ ︷︷ ︸
Suo(s)

Do(s)−
G(s)C(s)

1 +G(s)C(s)
Di(s).

Nota: Las funciones de transferencia aqúı calculadas son las cuatro funciones de sensitividad
de un lazo de control. En control, el diseño de C(s) implica estudiar cómo el controlador afecta
a estas cuatro funciones de transferencia. En particular, se deseaŕıa que T (s) ≈ 1, pues esto
aseguraŕıa que r(t) ≈ y(t), y a su vez eso implicaŕıa rechazo a la perturbaciones, pues T (s) ≈ 1
generalmente implica que So(s) ≈ 0 y Sio(s) ≈ 0. Para más sobre esta materia, el lector puede
consultar [6]. �
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G3(s)

G2(s)

G1(s)

H1(s)

- l - l - - l -

6

-

?

�

�

6

u(t) y(t)

+

+ + +

+

+

Figura 5.4: Diagrama de bloques de sistema realimentado.

Ejercicio 5.2.2 (KK) Del diagrama de bloques de la Figura 5.4, obtenga la función de trans-
ferencia G(s) = Y (s)/U(s).

Desarrollo. Para resolver este problema, simplificaremos el diagrama de bloques. A partir de
lo estudiado en el primer ejemplo de esta sección, se observa que el diagrama de la Figura 5.4
puede ser reducido al diagrama de la Figura 5.5, donde G4(s) = G1(s)

1−G1(s)G2(s) .

G3(s)

G4(s)

H1(s)

- l - - l -

-

?

�

6

u(t) y(t)+

+

+
+

Figura 5.5: Diagrama de bloques simplificado.

Sumando H1(s) con G4(s), el diagrama de la Figura 5.5 se reduce al de la Figura 5.6, donde
G5(s) = G4(s) +H1(s).

G3(s)

G5(s)- l -

6

�

-u(t)+

+

y(t)

Figura 5.6: Diagrama de bloques simplificado nuevamente.
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Por lo tanto, la función de transferencia entre u(t) e y(t) es

G(s) =
Y (s)

U(s)

=
G5(s)

1−G5(s)G3(s)

=
G4(s) +H1(s)

1− [G4(s) +H1(s)]G3(s)

=

G1(s)

1−G1(s)G2(s)
+H1(s)

1−
[

G1(s)

1−G1(s)G2(s)
+H1(s)

]
G3(s)

=
G1(s) +H1(s)[1−G1(s)G2(s)]

1−G1(s)G2(s)− [G1(s) +H1(s)−H1(s)G1(s)G2(s)]G3(s)
. �

Ejercicio 5.2.3 (KK) Del siguiente diagrama de bloques, obtenga la función de transferencia
G(s) = Y (s)/U(s):

∫
2

∫ ∫∫
3

5

10

- - - - - i - i - -

�
6

�

?

�

?i i-

6

u x z y+

+++

−−

−

Figura 5.7: Diagrama de bloques de sistema realimentado.

Desarrollo. Para el cálculo de la función de transferencia, se considera que la integral es equi-
valente en frecuencia al factor 1/s. Entonces, se forman las siguientes relaciones:

X(s) =
2U(s)− 20sY (s)

s

Z(s) =
X(s)− 5Y (s)

s

Y (s) =
Z(s) + U(s)− 3Y (s)

s2
.

Combinando estas 3 ecuaciones para eliminar las variables auxiliares X(s) y Z(s), se tiene

(s2 + 3)Y (s) =
X(s)− 5Y (s)

s
+ U(s)

=⇒ [s(s2 + 3) + 5]Y (s) = sU(s) +
2U(s)− 20sY (s)

s
=⇒ [s4 + 3s2 + 5s+ 20]Y (s) = [s2 + 2]U(s)

=⇒ G(s) =
s2 + 2

s4 + 3s2 + 5s+ 20
. �
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5.3. Diagramas de Bode

La respuesta en frecuencia H(jω) es una función compleja1 R −→ C. Por ende, no se puede
graficar fácilmente H(jω) en función de ω. Una solución posible es hacer 2 gráficos:

|H(jω)| v/s ω.

∠H(jω) v/s ω.

Para incluir un rango mayor de frecuencias y hacer más fácil el análisis, se grafica en escala
logaŕıtmica en ω y la magnitud en decibeles, es decir, |H(jω)|dB = 20 log10 |H(jω)|.

Ejercicio 5.3.1 (KK) Obtenga las curvas asintóticas y grafique el diagrama de Bode para las
siguientes respuestas en frecuencia:

1. H1(jω) =
2

(jω + 1)( jω100 + 1)

2. H2(jω) =
300jω

(jω + 0,1)(jω + 100)

3. H3(jω) =
100(jω + 1)(jω − 1)

(jω)2 + 8jω + 400
.

Desarrollo.

1. Primero, notamos que la ganancia de Bode es simplemente H1(0) = 2. Haciendo un barrido
por las frecuencias positivas, el primer polo se encuentra en 1[rad/s]. Aqúı, la magnitud
comienza a decrecer a razón de 20[dB/dec], y la fase disminuye a −90◦. De similar manera,
en la frecuencia ω = 100[rad/s], la magnitud decrece a una tasa mayor (40[dB/dec]), y la
fase llega a −90◦. Las aśıntotas son:

|H1(jω)|dB ≈


20 log(2) si ω < 1[rad/s],

20 log(2)− 20 log(ω1 ) si 1[rad/s] ≤ ω < 100[rad/s],

20 log(2)− 20 log(ω1 )− 20 log( ω
100) si ω ≥ 100[rad/s]

,

∠H1(jω) ≈


0◦ si ω < 1[rad/s],

−90◦ si 1[rad/s] ≤ ω < 100[rad/s],

−180◦ si ω ≥ 100[rad/s].

En la Figura 5.8 se muestra el diagrama de Bode real. Note que en la curva exacta de
magnitud se puede apreciar una cáıda de aproximadamente −3[dB] con respecto al valor
dado por las curvas asintóticas. Esto no es casualidad, como se verá en el ejercicio 5.3.2.
Note además que para las aśıntotas de fase se ha considerado una versión simplificada. Para
curvas más precisas, en los cambios de fase (como ω = 1, 100 en este caso) se recomienda
interpolar linealmente desde una década antes, hasta una década después.

1Aqúı se considera que la variable dependiente es ω ∈ R, no jω.
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Figura 5.8: Diagrama de Bode de H1(jω). Note los cambios de pendiente en ω = 1[rad/s], y
ω = 100[rad/s].

2. A diferencia del primer ejercicio, H2(jω) tiene un cero en ω = 0[rad/s]. Independiente
de esto, podemos calcular la ganancia de Bode al calcular ĺımω→0H2(jω)/(jω) = 30. Por
ende, cuando ω � 1, la curva del diagrama de Bode sube desde magnitud −∞[dB] a tasa de
20[dB/dec]. Producto del término (jω), la fase comienza en 90◦. Al cruzar ω = 0,1[rad/s],
la magnitud se mantiene constante en aproximadamente 20 log(0,1) + 20 log(30), mientras
que la fase cae a 0◦. Finalmente, el polo en 100[rad/s] produce una cáıda en magnitud a
razón de −20[dB/dec], y la fase cae a −90◦.

En resumen, las aśıntotas son las siguientes:

|H2(jω)|dB ≈


20 log(30) + 20 log(ω) si ω < 1[rad/s],

20 log(30) + 20 log(0,1) si 1[rad/s] ≤ ω < 100[rad/s],

20 log(30) + 20 log(0,1)− 20 log( ω
100) si ω ≥ 100[rad/s]

,

∠H2(jω) ≈


90◦ si ω < 1[rad/s],

0◦ si 1[rad/s] ≤ ω < 100[rad/s],

−90◦ si ω ≥ 100[rad/s].
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Figura 5.9: Diagrama de Bode de H2(jω). Note el valor peak constante ligeramente menor a
10[dB]. El valor obtenido por aśıntotas es 9,54[dB], mientras que el valor peak exacto es 9,53[dB].

3. Primero, escribimos H3(jω) como

H3(jω) =
0,25(jω + 1)(jω − 1)(
jω
20

)2
+ 2 · 0,2

(
jω
20

)
+ 1

,

donde se identifica que la ganancia de Bode es −0,25. Esto implica que el diagrama de
magnitud comienza en 20 log(0,25)[dB], y el diagrama de fase2 parte en −180◦. Luego, el
par de ceros en ω = 1[rad/s] provoca un aumento de magnitud de 40[dB/dec], mientras
que la fase se mantiene constante, pues la fase entregada por el cero de fase mı́nima se
cancela con la del cero de fase no mı́nima. Finalmente, el par de polos complejos conjugados
comienza a hacer efecto en ω = 20[rad/s], dejando constante la magnitud en 20 log(0,25)+
40 log(20), y la fase en −360◦ (o 0◦).

Las aśıntotas son:

|H3(jω)|dB ≈


20 log(0,25) si ω < 1[rad/s],

20 log(0,25) + 40 log(ω) si 1[rad/s] ≤ ω < 200[rad/s],

20 log(0,25) + 40 log(20) si ω ≥ 200[rad/s]

,

∠H2(jω) ≈
{
−180◦ si ω < 200[rad/s],

−360◦ si ω ≥ 200[rad/s].

En la Figura 5.10 se muestra el diagrama de Bode exacto. Un detalle no descrito en el análi-
sis asintótico es el peak en ω = 20[rad/s]. Éste se debe a que el factor de amortiguamiento
es relativamente bajo (ξ = 0,2).

2Los diagramas de fase son invariantes a incrementos de 360◦. Por este motivo, un ángulo de −180◦ es equi-
valente a uno de 180◦.
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Figura 5.10: Diagrama de Bode de H3(jω).

Nota: Las tres respuestas en frecuencia anteriormente representadas no fueron escogidas por
casualidad. Viendo éstas como filtros, la primera corresponde a un filtro pasa-bajos, pues acentúa
las bajas frecuencias y atenúa las altas. La tercera respuesta en frecuencia es un filtro pasa-altos,
y tiene la misma interpretación que un pasa-bajos, mientras que la segunda es un filtro pasa-
banda. Tal como su nombre lo indica, los filtros pasa-banda amplifican sólo un determinado
rango de frecuencias, y atenúan el resto. �

Ejercicio 5.3.2 (K) Considere la respuesta en frecuencia

H(jω) =
10

jω + 10
. (5.9)

Obtenga las curvas asintóticas del diagrama de Bode de magnitud, y compare el valor de |H(j10)|dB

exacto con el obtenido por el análisis asintótico.

Desarrollo. En primer lugar, la ganancia de Bode es H(0) = 1, por ende la primera aśınto-
ta del diagrama de magnitud es |H(jω)|dB = 0. Después, para ω ≥ 10[rad/s] se tiene la
aśıntota |H(jω)|dB = 20 log( ω10). De todas formas, es claro que el análisis asintótico señala
que |H(jω)|dB = 0.

Ahora, obtengamos el valor exacto. Para esto, evaluamos

|H(j10)| = 10√
102 + 102

=
1√
2
.

En decibeles,

|H(j10)|dB = 20 log

(
1√
2

)
= −10 log(2) ≈ −3.

Es decir, el valor exacto se encuentra aproximadamente 3[dB] más bajo que el valor obtenido
por aśıntotas.
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Nota: Este resultado es bastante ocupado en el análisis asintótico para hacer más preciso el
diagrama en las frecuencias asociadas a polos o ceros. Este ejercicio muestra que el ajuste de
3[dB] está bien justificado teóricamente. �

Ejercicio 5.3.3 (KK) Dado el diagrama de Bode de la figura 5.11, proponga una respuesta en
frecuencia H(jω) que pueda ser representada aproximadamente por él.
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Figura 5.11: Diagrama de Bode de H(jω).

Desarrollo. De la figura 5.11, podemos hacer las siguientes deducciones:

La ganancia a continua es 0[dB]. Dado que en frecuencia cero el desfase es cero, debe
tenerse H(0) = 1.

En aproximadamente ω = 10−1, el diagrama de magnitud comienza a crecer a razón de
20[dB/dec]. Esto es indicio de un cero en ω = 10−1. Dado que en el diagrama de fase se
observa un aumento de fase, este cero debe corresponder a un cero de fase mı́nima, de la
forma (10jω + 1).

En aproximadamente ω = 1, el diagrama de magnitud se estaciona en un valor máximo,
cercano a 20[dB]. Es decir, se debe tener un polo cercano a ω = 1, tal que la pendiente
del gráfico de magnitud sea 0[dB/dec]. Dado que en el diagrama de fase se observa una
disminución de fase, este polo debe corresponder a un polo estable de la forma (jω + 1).

A partir de aproximadamente ω = 10, en el gráfico de magnitud se aprecia una pendiente
de −40[dB/dec], sin un peak visible en esta frecuencia. Esto es indicio de un polo doble en
ω = 10. Dado que en el diagrama de fase se observa una disminución de 180◦, estos polos

son estables, de la forma
(
jω
10 + 1

)2
.
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En conclusión, H(jω) es aproximadamente

H(jω) =
10jω + 1

(jω + 1)
(
jω
10 + 1

)2 . �

5.4. Diagramas de Nyquist

El diagrama de Bode es una forma de representar H(jω) a partir de gráficos separados de
magnitud y fase en función de la frecuencia ω. Otra forma de representar H(jω) es a través del
diagrama de Nyquist, el cual consiste en graficar punto a punto para cada ω ≥ 0 la respuesta
en frecuencia en el plano complejo. Esto entrega una curva parametrizada en ω, donde

|H(jω)|: Distancia al origen.

∠H(jω): Ángulo contrarreloj con respecto al eje real positivo.

La forma más fácil de dibujar el diagrama de Nyquist es dibujar el diagrama de Bode y con éste,
graficar puntos relevantes y completar.

Ejercicio 5.4.1 (K) Obtenga el diagrama de Nyquist de la respuesta en frecuencia representada
por el diagrama de Bode de la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Diagrama de Bode de H(jω).

Desarrollo. Dado que |H(0)|dB = 0[dB], y ∠H(0) = 0◦, el punto inicial H(0) se ubica en (1, 0).
A medida que ω aumenta, la curva de Nyquist debe lentamente acercarse al origen (dado que
la magnitud está decayendo), mientras que la fase (es decir, el ángulo con respecto al eje real)
también decrece desde 0◦ a −90◦. Finalmente, para ω →∞, la curva de Nyquist debe alcanzar
el origen proviniendo desde el ángulo −90◦.
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El análisis anterior implica que el diagrama de Nyquist debe ser una media luna en el cuarto
cuadrante, como la que se muestra en la Figura 5.13.
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Figura 5.13: Diagrama de Nyquist de H(jω).

Nota: Para este caso sencillo, es posible obtener la ecuación de la curva expĺıcitamente: A partir
del diagrama de Bode, se puede obtener que la respuesta en frecuencia representada es

H(jω) =
10

jω + 10
=

100

100 + ω2︸ ︷︷ ︸
Re{H(jω)}

+j
−10ω

100 + ω2︸ ︷︷ ︸
Im{H(jω)}

,

con lo cual calculamos

(Re{H(jω)} − 0,5)2 + (Im{H(jω)})2 =

(
50− ω2

2

100 + ω2

)2

+

( −10ω

100 + ω2

)2

=
ω4

4 + 50ω2 + 2500

(100 + ω2)2

= 0,52. (5.10)

Es decir, la curva de Nyquist es la mitad inferior de la circunferencia (Re{H(jω)} − 0,5)2 +
(Im{H(jω)})2 = 0,52. �

Ejercicio 5.4.2 (KKK) Obtenga el diagrama de Bode de

H(jω) =
5(jω − 0,1)

(jω)(jω + 5)
. (5.11)

Con este diagrama, obtenga una curva aproximada del diagrama de Nyquist.
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Desarrollo. La respuesta en frecuencia H(jω) tiene un polo en ω = 0[rad/s]. Entonces, calcula-
mos la ganancia de Bode como ĺımω→0(jω)H(jω) = −0,1. Por ende, cuando ω � 1, la curva del
diagrama de Bode baja desde magnitud ∞[dB] a tasa de −20[dB/dec]. Producto del término
(jω) y la negatividad de la ganancia de Bode, la fase comienza en −270◦ = 90◦. Al cruzar
ω = 0,1[rad/s], la magnitud se mantiene constante en aproximadamente 0[dB], mientras que la
fase cae a 0◦. Finalmente, el polo estable en 5[rad/s] produce una cáıda en magnitud a razón de
−20[dB/dec], y la fase cae a −90◦.

En resumen, las aśıntotas son las siguientes:

|H(jω)|dB ≈


20 log(0,1)− 20 log(ω) si ω < 0,1[rad/s],

0 si 0,1[rad/s] ≤ ω < 5[rad/s],

−20 log(ω5 ) si ω ≥ 5[rad/s]

,

∠H(jω) ≈


90◦ si ω < 0,1[rad/s],

0◦ si 0,1[rad/s] ≤ ω < 5[rad/s],

−90◦ si ω ≥ 5[rad/s].
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Dado el diagrama de Bode, notamos que el diagrama de Nyquist parte desde el infinito, en
el primer cuadrante. Como la fase comienza en 90◦, la parte imaginaria de H(jω) es aquella que
no es acotada. Segundo, vemos que la curva de Nyquist cruza el eje real con distancia al origen
0[dB] = 1. Además, luego de este valor observamos que la magnitud decae a cero mientras que
la fase se aproxima a −90◦, que corresponde al eje imaginario.

Un último detalle a precisar: La curva cuando ω es muy pequeño debe tener parte real
cercana a 1. Esto se concluye al notar que

H(jω) =
−0,1

jω
+

5,1

jω + 5
, (5.12)

y por ende, para ω � 1, el segundo término de la parte derecha de (5.12) es cercano a 1. �
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Ejercicio 5.4.3 (KK) El diagrama de Nyquist de

G(jω) =
10jω + 1

(jω + 1)
(
jω
10 + 1

)2

se encuentra en la figura 5.14. Si se excita el sistema con u(t) = 2 cos
(
4t+ π

3

)
, determine y(t)

en estado estacionario, y compare con el resultado obtenido de forma gráfica gracias al diagrama
de Nyquist.
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Figura 5.14: Diagrama de Nyquist de G(jω).
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Desarrollo. La ganancia y el desfase dados por G(jω) son:

|G(jω)| =
√√√√ 1 + 100ω2

(ω2 + 1)
(
ω2

100 + 1
)2 , ∠G(jω) = arctan (10ω)− arctan (ω)− 2 arctan

( ω
10

)
.

Evaluando en ω = 4, se tiene

|G(j4)| = 8,37, ∠G(j4) = −0,54.

De esta forma, se tiene que la salida y(t) en estado estacionario corresponde a

y(t) = 2 · |G(j4)| cos
(

4t+
π

3
+ ∠G(j4)

)
= 2 · 8,37 cos

(
4t+

π

3
− 0,54

)
.

Ahora, ocupando el diagrama de Nyquist dado, se sabe por inspección que Re{G(j4)} = 7,17, e
Im{G(j4)} = −4,31. Entonces,

|G(j4)| =
√

Re{G(j4)}2 + Im{G(j4)}2 = 8,37

∠G(j4) = arctan

(
Im{G(j4)}
Re{G(j4)}

)
= −0,54.

Con estos valores, se obtiene la misma señal y(t) antes calculada con el método anaĺıtico, tal
como debe ser. Claramente el método ocupando el diagrama de Nyquist es más fácil.
Nota: Si se observa el diagrama de Bode de este mismo sistema en la Figura 5.11, es posible
obtener las mismas conclusiones, haciendo el cambio desde dB a magnitud absoluta. �



Caṕıtulo 6

Sistemas Hı́bridos

Señales de sistemas f́ısicos son señales de tiempo continuo. Sin embargo, para procesar esta
información generalmente se usa tecnoloǵıa digital. La interacción entre componentes tanto de
tiempo continuo como de tiempo discreto se estudia en este caṕıtulo.

Primero, analizaremos cómo muestrear señales analógicas, y si es posible reconstruir aquella
señal utilizando sólo información en tiempo discreto. Finalmente, estudiaremos (con poco detalle)
la noción de sistema equivalente de tiempo discreto.

6.1. Muestreo y reconstrucción de señales

El muestreo incorrecto de señales analógicas puede provocar que señales de alta frecuencia se
tornen indistinguibles con señales de baja frecuencia. Este efecto se denomina aliasing o doblaje
en frecuencia. Para evitar esto, se debe muestrear la señal analógica a más del doble de la
frecuencia máxima de su espectro (o frecuencia de Nyquist).

El espectro de una señal muestreada con un periodo ∆, corresponde a la suma, escalada
por 1/∆, del espectro de la señal de tiempo continua y de ese mismo espectro desplazado en
múltiplos de la frecuencia de muestreo ωm = 2π/∆.

Para obtener reconstrucción perfecta, debe cumplirse

1. La señal de tiempo continuo debe tener enerǵıa sólo en una banda limitada, con frecuencia
máxima ωc donde |F (jω)| = 0 para ω ≥ ωc.

2. La frecuencia de muestreo debe ser mayor que 2ωc.

3. Para reconstruir, aplicar filtro pasabajos ideal para eliminar espectros repetidos en altas
frecuencias y normalizar por ∆.

En la práctica, la reconstrucción se realiza tomando en cuenta el ancho de banda ωc de la señal
por reconstruir. Un criterio usual para diseñar la frecuencia de muestreo ωm es considerar ωm
entre 5 a 10 veces mayor que el ancho de banda del sistema, pues con esta elección la información
perdida en alta frecuencia es insignificante.

Ejercicio 6.1.1 (K) Considere el esquema dado en la figura 6.1. Si G1(s) = 1/(s + a) con
a > 0, ¿a qué tasa se debe muestrear la señal y(t) para poder obtener un equivalente discreto
apropiado de G1(s)?

98
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Desarrollo. Notemos en primer lugar que el ancho de banda del sistema G1(s) está dado por
ωc = a[rad/s]. Para decidir la tasa de muestreo, se recurre al criterio mencionado en la sección
6.1:

5ωc ≤
2π

∆
≤ 10ωc

π

5a
≤ ∆ ≤ 2π

5a
.

Nota: Existen otros criterios para elegir la tasa de muestreo. Otro criterio común [7] se deduce
a partir de la respuesta a escalón del sistema en el dominio del tiempo. La idea es considerar
entre 4 a 10 muestras durante el tiempo de levantamiento tL. Esto conduce al criterio

tL
10
≤ ∆ ≤ tL

4
.

Para este caso, al considerar el tiempo de levantamiento como 4/a, se tiene el criterio

2

5a
≤ ∆ ≤ 1

a
,

el cual se asemeja bastante al criterio de ancho de banda obtenido anteriormente. �

Ejercicio 6.1.2 (KKK) Considere la señal

f(t) =
2[1− cos(t)]

πt2
, t ∈ R.

Determine su espectro, y una tasa de muestreo apropiada para muestrear esta señal. ¿Puede
conseguirse reconstrucción perfecta?
Ayuda: Considere F (jω) = F{f(t)}, la cual se supone bien definida. Si la transformada de
Fourier F̃ (jω) = F{t2f(t)} está bien definida, entonces F (jω) satisface

d2F (jω)

dω2
= −F̃ (jω). (6.1)

Desarrollo. Lo más dif́ıcil en este ejercicio es determinar el espectro. Para ello, primero hacemos
un cálculo auxiliar:

F{t2f(t)} =
2

π
F{1} − 2

π
F{cos(t)} = 4δ(ω)− 2δ(ω − 1)− 2δ(ω + 1).

Ahora, acudimos a la propiedad en (6.1) para obtener1

d2F (jω)

dω2
= −4δ(ω) + 2δ(ω − 1) + 2δ(ω + 1)

=⇒ F (jω) = −4r(ω) + 2r(ω − 1) + 2r(ω + 1)

donde r(·) es la función rampa unitaria. En otras palabras,

F (jω) =

{
2(1− |ω|) si |ω| ≤ 1,

0 si |ω| > 1.

Esto implica que cualquier frecuencia de muestreo mayor que 2ωc = 2[rad/s] = 4π[Hz] es apro-
piada para esta señal. Para estas frecuencias de muestreo, es posible conseguir reconstrucción
perfecta. �

1Al aplicar antiderivada, se debe tener en cuenta posibles constantes en la solución final. Sin embargo, al
calcular la transformada inversa a lo obtenido puede comprobarse que el resultado está correcto.
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6.2. Discretización de sistemas de tiempo continuo

En lo estudiado en esta sección, la idea principal utilizada en la discretización de sistemas de
tiempo continuo es la equivalencia entre respuestas a escalón. Es decir, se busca aquel modelo de
tiempo discreto que consigue una respuesta a escalón igual a la respuesta a escalón del sistema
de tiempo continuo en los instantes de muestreo.

Para el análisis, se supone que la señal de entrada al sistema de tiempo continuo se forma
a partir de la retención de valores discretos dados por la señal de tiempo discreto ud[k]. Esta
retención la proporciona el retenedor de orden cero2 o ZOH, por sus siglas en inglés.

El diagrama de bloques que representa esta situación se encuentra en la Figura 6.1.

- ZOH - G(s) �� -ud[k] u(t) y(t) yd[k]

Hd(z) -�

Figura 6.1: Discretización de modelo continuo a partir de un redentor de orden cero.

La relación entre las secuencias de entrada ud[k] e yd[k] está dada por

Yd(z) = Hd(z)Ud(z),

donde Ud(z) = Z{ud[k]}, Yd(z) = Z{yd[k]} y la función de transferencia Hd(z) está dada por

Hd(z) =
z − 1

z
Z
{
L−1

{
G(s)

s

} ∣∣∣∣
t=k∆

}
. (6.2)

En variables de estado, a partir de las matrices de variables de estado continuas (A,B,C,D) se
obtienen las matrices del modelo de estado en tiempo discreto como3

Ad = eA∆, Bd =

∫ ∆

0
eAηBdη, Cd = C, Dd = D.

Ejercicio 6.2.1 (KKK) Considere el siguiente sistema de tiempo continuo

G(s) =
4

s(s+ 2)
.

Dado el periodo de muestreo ∆ = 1
2 ln(5

4), obtenga el equivalente con retenedor de orden cero
de G(s), Hd(z). Posteriormente, obtenga la representacion en de variables de estado de Hd(z)
a partir de las representación en variables de estado de G(s). Finalmente, muestre que ambas
representaciones del equivalente en tiempo discreto son equivalentes.

2Existen otros tipos de retenedores (como el de orden uno, o splines), pero aqúı solo se estudia el retenedor de
orden cero.

3Aqúı se debe calcular la exponencial de una matriz. Formas de calcular esta expresión se encuentran en el
Apéndice 7.3.6 de este apunte.
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Desarrollo. Aplicando la fórmula (6.2), se tiene

Hd(z) =
z − 1

z
Z
{
L−1

{
4

s2(s+ 2)

} ∣∣∣∣
t=k∆

}
=
z − 1

z
Z
{
L−1

{−1

s
+

2

s2
+

1

s+ 2

} ∣∣∣∣
t=k∆

}
=
z − 1

z
Z
{(
−1 + 2t+ e−2t

)
µ(t)

∣∣∣∣
t=k∆

}
=
z − 1

z

( −z
z − 1

+
2∆z

(z − 1)2
+

z

z − e−2∆

)
=
z
[
ln(5

4)− 1
5

]
+ 1

5 − 4
5 ln(5

4)

(z − 1)(z − 0,8)
. (6.3)

Ahora, siguiendo los pasos estándares vistos en la sección 5.1, obtenemos la siguiente represen-
tación en variables de estado para G(s):

[
dx1(t)
dt

dx2(t)
dt

]
=

[
0 1
0 −2

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
4

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

]
+ [0]u(t).

Para calcular Ad = eA∆, vemos que

A2 =

[
0 −2
0 4

]
, A3 =

[
0 4
0 −8

]
, A4 =

[
0 −8
0 16

]

y por ende se puede demostrar por inducción que para todo n ∈ N,

An =

[
0 (−2)n−1

0 (−2)n

]
.

Con este cálculo, determinamos Ad = eA∆ por su expansión en serie:

Ad =

[
1 0
0 1

]
+

∞∑
n=1

∆n

n!

[
0 (−2)n−1

0 (−2)n

]
=

[
1
∑∞

n=1
∆n

n! (−2)n−1

0
∑∞

n=0
∆n

n! (−2)n

]
=

[
1 1−e−2∆

2
0 e−2∆

]
.

Por otro lado, obtenemos Bd resolviendo

Bd =

∫ ∆

0

[
2(1− e−2η)

4e−2η

]
dη =

[
2∆ + e−2∆ − 1

2− 2e−2∆

]
.

Estas son las únicas matrices que se requieren, pues se sabe que Cd = C, y Dd = D. Finalmente,



102 CAPÍTULO 6. SISTEMAS HÍBRIDOS

comprobamos que la representación de estado es equivalente al Hd(z) obtenido en (6.3) al notar

Cd(zI−Ad)
−1Bd + Dd =

[
1 0

] [z − 1 −1−e−2∆

2
0 z − e−2∆

]−1 [
2∆ + e−2∆ − 1

2− 2e−2∆

]
=

1

(z − 1)(z − e−2∆)

[
z − e−2∆ 1−e−2∆

2

] [2∆ + e−2∆ − 1
2− 2e−2∆

]
=
z(2∆ + e−∆ − 1) + (1− e−2∆ − 2∆e−2∆)

(z − 1)(z − 0,8)

=
z
[
ln(5

4)− 1
5

]
+ 1

5 − 4
5 ln(5

4)

(z − 1)(z − 0,8)

lo cual coincide con lo calculado en (6.3). �

Ejercicio 6.2.2 (KKK) Obtenga el equivalente con retentor de orden cero del sistema

G(s) =
3(s− 2)

(s+ 1)(s+ 3)
,

con ∆ = 0,1 y ∆ = 1. ¿Cuál de los dos peŕıodos de muestreo es mejor para este caso?

Desarrollo. Nuevamente aplicando la fórmula (6.2), se tiene

H(z) =
z − 1

z
Z
{
L−1

{
−2

s
+

9
2

s+ 1
−

5
2

s+ 3

}∣∣∣∣
t=k∆

}

=
z − 1

z
Z
{(
−2 +

9

2
e−t − 5

2
e−3t

)
µ(t)

∣∣∣∣
t=k∆

}
=
z − 1

z

(
−2z

z − 1
+

9
2z

z − e−∆
−

5
2z

z − e−3∆

)

=
z
(

9
2e
−∆ − 5

2e
−3∆ − 2

)
− 5

2e
−∆ + 9

2e
−3∆ − 2e−4∆

(z − e−∆)(z − e−3∆)
.

Note que G(0) = H(1), tal como corresponde. Evaluando para los ∆ pedidos, se tiene

H0,1(z) =
0,219z − 0,269

(z − 0,905)(z − 0,741)
, H1(z) =

−0,469z − 0,7323

(z − 0,368)(z − 0,049)
.

Para decidir qué peŕıodo de muestreo es más adecuado, determinamos el rango de peŕıodo de
muestreo de acuerdo al criterio mencionado anteriormente. Considerando la frecuencia del polo
más rápido como el ancho de banda del sistema, se tiene ωc = 3[rad/s] y por ende

5ωc ≤
2π

∆
≤ 10ωc =⇒ 0,209 ≤ ∆ ≤ 0,419.

Pese a no estar dentro del rango sugerido por el criterio, es preferible ocupar ∆ = 0,1 pues con
∆ = 1 no se puede asegurar una buena reconstrucción dado que la frecuencia de muestreo ωm =
2π es demasiado cercana al ancho de banda del sistema. Esto lo podemos observar comparando
las respuestas a escalón para distintos valores de ∆. �
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Caṕıtulo 7

Apéndice

En esta sección se repasan muy brevemente algunas herramientas matemáticas que son de
utilidad para entender los contenidos de este apunte.

7.1. Números complejos

Un número complejo es un número que puede ser expresado de la forma z = a + bj, donde
j ,
√
−1 y a, b son números reales. El número a es la parte real de z, mientras que b es la parte

imaginaria de z. Si z = a+ bj, entonces a− bj es el número complejo conjugado de z, denotado
como z̄. Si z1 = a1 + b1j y z2 = a2 + b2j, entonces las siguientes igualdades se satisfacen:

z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)j

z1 − z2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)j

z1z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)j

z1

z2
=
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+

(b1a2 − a1b2)

a2
2 + b22

j.

Recuerde que dos números complejos son iguales si y sólo si ambas partes reales e imaginarias
coinciden.

Además de representar un número complejo con su forma cartesiana como lo visto arriba,
también se puede escribir por su forma polar. Si interpretamos el número complejo z = a + bj
como el punto (a, b) del plano complejo, introducimos las coordenadas polares (r, φ), donde

a = r cos(φ), b = r sin(φ).

Aśı, escribimos

z = r[cos(φ) + j sin(φ)]. (7.1)

Como z es un número complejo arbitrario, en particular se tendrá que para todo x ∈ C existen
r y φ que satisfacen

ejx = r[cos(φ) + j sin(φ)]. (7.2)

Tomando derivada a ambos lados con respecto a x, y reemplazando ejx tenemos

jr[cos(φ) + j sin(φ)] = [cos(φ) + j sin(φ)]
dr

dx
+ r[− sin(φ) + j cos(φ)]

dφ

dx
.
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Comparando partes reales e imaginarias, deducimos que dr/dx = 0 y dφ/dx = 1. Como r = 1 y
φ = 0 cuando x = 0 gracias a que ej0 = 0, se tiene que r = 1 y φ = x. Reemplazando en (7.2)
hemos probado la identidad de Euler

ejφ = cos(φ) + j sin(φ). (7.3)

Gracias a esta fórmula, podemos escribir (7.1) de forma más compacta como

z = rejφ.

Aqúı, r representa la magnitud del número complejo, y φ es la fase. La magnitud se calcula
como r =

√
a2 + b2, mientras que la fase se calcula con una fórmula más complicada1:

φ = arctan2(b, a) ,



arctan( ba) si a > 0,

arctan( ba) + π si a < 0 y b ≥ 0,

arctan( ba)− π si a < 0 y b < 0,
π
2 si a = 0 y b > 0,

−π
2 si a = 0 y b < 0,

indefinido si a = 0 y b = 0.

Re{z}

Im{z}

b

a

r φ

Figura 7.1: Conversión entre coordenadas cartesianas y polares.

En los contenidos relacionados con análisis en el dominio de la frecuencia, usualmente se
requiere pasar un número complejo desde coordenadas cartesianas a polares. Veamos un ejemplo
de cómo se hace esta operación.
Ejemplo: Obtengamos la forma polar de

z =
a+ bj

c+ dj
,

donde ac+ bd > 0. Al multiplicar z por (c− dj)/(c− dj), podemos escribir

z =

√
a2 + b2

c2 + d2
exp[jarctan2(bc− ad, ac+ bd)] =

√
a2 + b2

c2 + d2
exp

[
j arctan

(
bc− ad
ac+ bd

)]
. �

Además de dar entregar una descripción clara entre las coordinadas cartesianas y polares,
la identidad de Euler es ocupada en este apunte para reescribir las funciones trigonométricas
seno y coseno como combinaciones lineales de funciones exponenciales complejas. Para esto,

1En vez de memorizar la fórmula, lo más fácil es dibujar el punto (a, b) en el plano complejo y usar trigonometŕıa
para obtener el ángulo entre la recta real positiva y el vector (a, b).
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simplemente formamos un sistema de ecuaciones con (7.3) y e−jφ = cos(−φ) + j sin(−φ) =
cos(φ)− j sin(φ), donde las incógnitas son cos(φ) y sin(φ), obteniéndose

cos(φ) =
ejφ + e−jφ

2
, sin(φ) =

ejφ − e−jφ
2j

.

Estas dos formas equivalentes son particularmente útiles en el caṕıtulo 3.

7.2. Fracciones parciales

Al expandir en fracciones parciales, se expresa un cociente de polinomios como una suma de
cocientes de polinomios de menor orden. Esta técnica es utilizada para determinar transformadas
inversa de Fourier, Laplace y Zeta.

En general, deseamos obtener una expansión en fracciones parciales de funciones de la forma

F (x) =
B(x)

A(x)
=
bmx

m + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0
,

donde m es estrictamente menor2 que n. El primer paso consiste en factorizar el denominador
de F (x):

F (x) =
B(x)

(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
.

A continuación veremos los 2 casos posibles.

7.2.1. Denominador con ráıces distintas

En caso de que A(x) tenga ráıces todas distintas entre śı, la expansión en fracciones parciales
de F (x) tendrá la forma

F (x) =
c1

x− x1
+

c2

x− x2
+ · · ·+ cn

x− xn
, (7.4)

donde ci ∈ C. Note que los polos x1, . . . , xn pueden ser números complejos.
Sin pérdida de generalidad, veamos cómo obtener el coeficiente c1. Multiplicamos por (x−x1)

en ambos lados de (7.4) para obtener

B(x)

(x− x2) · · · (x− xn)
= c1 +

c2(x− x1)

x− x2
+ · · ·+ cn(x− x1)

x− xn
Evaluando en x = x1, concluimos que

c1 =
B(x1)

(x1 − x2) · · · (x1 − xn)
.

Los demás coeficientes se calculan de la misma manera.
Nota: La expresión (7.4) es una igualdad de polinomios, la cual debe ser satisfecha para todo
x ∈ R. Entonces, otra forma de obtener la expansión en fracciones parciales es simplemente
evaluando los polinomios para distintos valores de x, obteniendo aśı un sistema de ecuaciones

2Si la función racional tiene numerador de igual grado que su denominador, se debe separar el término constante
B(∞)/A(∞) y expandir en fracciones parciales el resto.
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lineales en los coeficientes ci. Esta técnica se ocupará luego.

Ejemplo: Calculemos la expansión en fracciones parciales de

F (x) =
4x+ 2

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
.

Primero, escribimos

F (x) =
c1

(x− 1)
+

c2

(x+ 1)
+

c3

(x+ 3)
.

Los coeficientes c1, c2, c3 están dados por

c1 =
4x+ 2

(x+ 1)(x+ 3)

∣∣∣∣
x=1

=
3

4
, c2 =

4x+ 2

(x− 1)(x+ 3)

∣∣∣∣
x=−1

=
1

2
, c3 =

4x+ 2

(x+ 1)(x− 1)

∣∣∣∣
x=−3

= −5

4
.

De forma equivalente, podemos encontrar los coeficientes c1, c2, c3 al resolver el siguiente sistema
de ecuaciones3:

F (0) = −c1 + c2 +
c3

3

F (−2) = −c1

3
− c2 + c3

F (2) = c1 +
c2

3
+
c3

5
,

lo cual conduce a las mismos mismos coeficientes obtenidos anteriormente. �

7.2.2. Denominador con una ráız múltiple

En caso de que A(x) tenga alguna ráız r repetida nr veces, la expansión en fracciones parciales
de F (x) tendrá la forma

F (x) =
c1

x− x1
+ · · ·+ cn−nr

x− xn−nr
+

d1

x− r + · · ·+ dnr
(x− r)nr , (7.5)

donde ci, di ∈ C. Para obtener c1, . . . , cn−nr , se recurre a la misma técnica repasada en la sección
anterior para ráıces distintas. Esa estrategia también puede usarse para determinar dnr , si se
multiplica ambos lados de (7.5) por (x− r)nr y se evalúa en x = r. De esta forma se obtiene

dnr =
B(r)

(r − x1) · · · (r − xn−nr)
.

Finalmente, para determinar d1, . . . , dnr−1, simplemente se evalúa ambos lados de (7.5) en nr−1
puntos distintos (cualquier valor de x que no sea polo sirve), para obtener un sistema de ecua-
ciones de nr − 1 ecuaciones e incógnitas d1, . . . , dnr−1.

Ejemplo: Calculemos la expansión en fracciones parciales de

F (x) =
3x+ 2

(x− 1)2(x+ 2)(x− 2)
.

3Los valores de evaluación x = 0, 2,−2 fueron escogidos arbitrariamente. Cualquier valor de x ∈ C que no sea
ráız de A(x) provee una evaluación válida.
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Primero, escribimos

F (x) =
c1

(x+ 2)
+

c2

(x− 2)
+

d1

(x− 1)
+

d2

(x− 1)2
. (7.6)

Los coeficientes c1, c2 y d2 se calculan mediante

c1 =
3x+ 1

(x− 1)2(x− 2)

∣∣∣∣
x=−2

=
1

9
, c2 =

3x+ 1

(x− 1)2(x+ 2)

∣∣∣∣
x=2

= 2, d2 =
3x+ 1

(x+ 2)(x− 2)

∣∣∣∣
x=1

= −5

3
.

Finalmente, evaluamos ambos lados de (7.6) en x = 0 para obtener una ecuación que permite
determinar d1:

−1

2
=

1

18
− 1− d1 −

5

3
⇐⇒ d1 = −19

9
.

Nota: En caso de que A(x) tenga varias ráıces repetidas, el procedimiento es similar: primero
se encuentran los coeficientes que son posibles de obtener v́ıa el método de ráıces distintas
estudiadas anteriormente, y luego se evalúa ambos lados de la expansión en distintos puntos,
para formar un sistema de ecuaciones consistente y resolver. �

7.3. Álgebra lineal

Álgebra lineal es un contenido base para entender variables de estado. Un muy buen libro
para estudiar este tópico es [8].

7.3.1. Conceptos básicos

Un vector x en Rn es una enetupla

x =


x1

x2
...
xn

 ,
donde cada xi ∈ R. Si y ∈ Rn es un vector con componentes yi, y α ∈ R es un escalar, entonces
la suma de vectores y multiplicación por escalar se describe con la identidad

αx + y = α


x1

x2
...
xn

+


y1

y2
...
yn

 =


αx1 + y1

αx2 + y2
...

αxn + yn

 .
Dados α1, . . . , αm escalares, un conjunto de vectores {x1, . . . ,xm} se dice linealmente indepen-
diente si la ecuación

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = 0

se satisface únicamente cuando α1, . . . , αm son todos cero.
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Una matriz A ∈ Rm×n (es decir, de m filas y n columnas), es un arreglo rectangular de la
forma

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ,
donde aij ∈ R. Una matriz se dice cuadrada si tiene igual número de filas que columnas. La
matriz identidad, denotada como I, es una matriz cuadrada cuyos elementos son 1 si forman
parte de la diagonal principal (es decir, aii = 1), y 0 en caso contrario.

La multiplicación entre una matriz A y un vector x se define como

Ax = x1


a11

a21
...
an1

+ x2


a12

a22
...
an2

+ · · ·+ xm


a1m

a2m
...

anm

 , (7.7)

mientras que la multiplicación entre una matriz A ∈ Rm×n y B ∈ Rn×p, que tiene columnas
b1,b2, . . . ,bp ∈ Rn, se define como

AB =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

Ab1 Ab2 · · · Abp∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣
 ∈ Rm×p.

7.3.2. Determinante

El determinante de una matriz cuadrada es un número que determina múltiples propiedades
geométricas y algebraicas de la matriz en cuestión. Es esencial para el cálculo de la inversa de
una matriz, como se verá luego.

La fórmula general para calcular determinantes de una matriz cuadrada arbitraria está fuera
del alcance de este apéndice. Las fórmulas para matrices de tamaño 2×2 y 3×3 son las siguientes:

det

([
a11 a12

a21 a22

])
= a11a22 − a12a21,

det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11 det

([
a22 a23

a32 a33

])
− a12 det

([
a21 a33

a31 a23

])
+ a13 det

([
a21 a22

a31 a32

])
.

7.3.3. Inversa de una matriz

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es invertible si existe una matriz B ∈ Rn×n tal que

AB = BA = I.

Denotamos B como A−1, la inversa de la matriz A.
Una matriz es invertible si y sólo si det(A) 6= 0. En caso de existir, se sabe que la inversa de

una matriz invertible está dada por

A−1 =
1

det(A)
Adj(A),
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donde Adj(A) es la matriz adjunta de A, definida como la transpuesta de su matriz de cofacto-
res4. A modo de ejemplo,[

a11 a12

a21 a22

]−1

=
1

det

([
a11 a12

a21 a22

])Adj

([
a11 a12

a21 a22

])
=

1

a11a22 − a12a21

[
a22 −a12

−a21 a11

]
.

7.3.4. Autovalores y autovectores

Consideremos una matirz cuadrada A ∈ Rm×m. Un escalar λ ∈ C y un vector no nulo
x ∈ Cm×1 son un autovalor de A y su autovector asociado si

Ax = λx.

Note que la matriz A− λI no es invertible, pues si lo fuera, se tendŕıa

(A− λI)x = 0 ⇐⇒ (A− λI)−1(A− λI)x = (A− λI)−10 ⇐⇒ x = 0,

lo cual contradice que x sea no nulo. El razonamiento anterior indica que un autovalor λ es una
ráız de la ecuación caracteŕıstica de A:

det(A− λI) = 0

Se puede demostrar que el determinante de una matriz es igual al producto de sus autovalores5.

Antes de la próxima sección, conviene introducir algunos conceptos de multiplicidad de
autovalores. La multiplicidad algebraica de un autovalor λ es la cantidad de veces que λ se repite
como ráız de la ecuación caracteŕıstica de A. Por otra parte, la multiplicidad geométrica de un
autovalor λ es el número máximo de autovectores linealmente independientes asociados a λ.

7.3.5. Diagonalización de una matriz

Una matriz diagonal goza de propiedades útiles para hacer cómputos y análisis, pues es
lo más similar a trabajar con escalares. Dados ciertos requerimientos, es posible expresar una
matriz A como A = PDP−1, donde P es una matriz invertible y D es una matriz diagonal. Este
procedimiento se denomina diagonalización de una matriz, y cuando éste es posible, decimos que
la matriz A es diagonalizable. A final de cuentas, la matriz D contiene la información relevante
para hacer cálculos con la matriz A. Por ejemplo, con la factorización anterior podemos calcular
directamente la matriz Ak, con k ∈ N, como

Ak = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1) = PDkP−1.

A modo de ilustración, veamos de dónde surge la factorización A = PDP−1. Recordemos
que cada par autovalor-autovector (λi,xi) satisface

Axi = λixi.

4No se repasa la matriz adjunta en este apéndice, pues no es fundamental para lo que se estudia en el apunte.
El lector interesado puede revisar [8] para completar los vaćıos.

5Para demostrar esta aseveración, basta expandir el polinomio det(A− λI) y fijar λ = 0.
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Podemos formar una matriz con estos vectores columna:

A


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

x1 x2 · · · xm∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣
 =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

λ1x1 λ2x2 · · · λmxm∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣
 ,

lo cual se puede reescribir como

A


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

x1 x2 · · · xm∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣


︸ ︷︷ ︸
=P

=


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

x1 x2 · · · xm∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣


λ1

λ2

. . .

λm


︸ ︷︷ ︸

=D

, (7.8)

lo cual nos indica que si la matriz P formada por los autovectores es invertible, entonces A se
puede escribir como A = PDP−1, donde D es una matriz diagonal formada por los autovalores
de A, y P es una matriz compuesta por los autovectores de A.

La invertibilidad de la matriz P en (7.8) se dará si y sólo si todos sus autovalores tienen la
misma multiplicidad algebraica que geométrica. Es decir, una matriz es diagonalizable si y sólo
si todos sus autovalores tienen la misma multiplicidad algebraica que geométrica. En particular,
si una matriz tiene todos sus autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Ejemplo: Diagonalicemos la matriz

A =

1 −2 2
0 −1 0
1 −1 0

 .
Primero, determinamos la ecuación caracteŕıstica

det(A− λI) = 0 ⇐⇒ (−1− λ)(λ2 − λ− 2) = 0,

la cual conduce a λ1 = λ2 = −1, y λ3 = 2. Para el autovalor múltiple en −1, encontramos los
autovectores x1 y x2 al resolver para x

(A + I)x = 0 ⇐⇒

2 −2 2
0 0 0
1 −1 1

x = 0

⇐⇒

1 −1 1
0 0 0
0 0 0

x = 0. ⇐⇒ x = α1

1
1
0

+ α2

−1
0
1

 ,
donde α1, α2 ∈ R. Es decir, los autovectores son

x1 =

1
1
0

 , x2 =

−1
0
1

 .
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Por otra parte, encontramos el autovector asociado con λ3 con el cálculo siguiente:

(A− 2I)x3 = 0 ⇐⇒

−1 0 2
0 −3 0
0 0 0

x3 = 0 =⇒ x3 =

2
0
1

 .
Como los autovectores x1, x2 y x3 son linealmente independientes, la matriz A es diagonalizable
y tiene factorización dada por

A =

1 −1 2
1 0 0
0 1 1


︸ ︷︷ ︸

P

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


︸ ︷︷ ︸

D

 0 1 0
−1

3
1
3

2
3

1
3 −1

3
1
3


︸ ︷︷ ︸

P−1

. �

7.3.6. Exponencial de una matriz

Para encontrar sistemas equivalentes de tiempo discreto en variables de estado, se requiere
calcular eAh, donde A es una matriz cuadrada. La exponencial de una matriz A es una matriz
cuadrada definida como

eA ,
∞∑
k=0

1

k!
Ak. (7.9)

Note que la exponencial de una matriz no es la exponencial de sus elementos. Eso si, si A es
una matriz diagonal, la exponencial de A no es más que la matriz diagonal cuyos elementos en
la diagonal son las exponenciales de los elementos de la diagonal de A.

En este apunte, la forma preferida para calcular la exponencial de una matriz es ocupando
directamente la definición (7.9), dado que es la forma que requiere menos conocimientos previos
de matemática. Sin embargo, existen muchas formas distintas para obtener la exponencial de
una matriz6. Aqúı daremos otras dos maneras.

Segundo método: En caso de que la matriz A ∈ Rm×m fuese diagonalizable7, escribimos
A = PDP−1, donde D es una matriz diagonal con autovalores λ1, . . . , λm, no necesariamente
distintos. Con esta descomposición, vemos que A2 = PDP−1PDP−1 = PD2P−1 y en general,
Ak = PDkP−1 para k ∈ N. Es decir, podemos calcular eA como

eA = P

∞∑
k=0

1

k!
DkP−1 = PeDP−1.

Tercer método: Luego de haber estudiado la transformada de Laplace, es posible deducir que8

L{eAt} = (sI−A)−1.

Entonces, se tiene que
eA = L−1{(sI−A)−1}

∣∣
t=1

,

6El lector interesado puede consultar la excelente referencia [9]
7En caso de que A no fuera diagonalizable, el cálculo hecho aún es válido, pero con la forma de Jordan de la

matriz A, en vez de D. Esta generalización está afuera del alcance del apunte.
8La transformada de Laplace de una matriz es la matriz con componentes dados por la transformada de Laplace

de cada elemento.
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donde la transformada inversa se calcula elemento a elemento.

Ejemplo: Sea

A =

[
−2 1
0 −1

]
.

Determinaremos eA de las tres maneras vistas.

1. Primer método: Notemos que

A2 =

[
4 −3
0 1

]
, A3 =

[
−8 7
0 −1

]
, A4 =

[
16 −15
0 −1

]
.

Vı́a inducción, se puede demostrar que, para k ∈ N,

Ak =

[
(−2)k (−1)k − (−2)k

0 (−1)k

]
.

Entonces, se tiene

eA =


∞∑
k=0

(−2)k

k!

∞∑
k=0

[(−1)k − (−2)k]

k!

0
∞∑
k=0

(−1)k

k!

 =

[
e−2 e−1 − e−2

0 e−1

]
.

2. Segundo método: Podemos escribir A como

A =

[
1 1
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

P

[
−2 0
0 −1

]
︸ ︷︷ ︸

D

[
1 −1
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

P−1

.

Por ende,

eA = PeDP−1 =

[
1 1
0 1

] [
e−2 0
0 e−1

] [
1 −1
0 1

]
=

[
e−2 e−1 − e−2

0 e−1

]
.

3. Tercer método: Primero calculamos

(sI−A)−1 =

[
s+ 2 −1

0 s+ 1

]−1

=
1

(s+ 2)(s+ 1)

[
s+ 1 1

0 s+ 2

]
.

Entonces,

L−1{(sI−A)−1} = L−1

{[ 1
s+2

1
s+1 − 1

s+2

0 1
s+1

]}
=

[
e−2t e−t − e−2t

0 e−t

]
µ(t).

y por ende

eA =

[
e−2 e−1 − e−2

0 e−1

]
,

tal como se esperaba. �
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7.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta sección repasaremos cómo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

7.4.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

En general, se busca resolver una ecuación diferencial de la forma

dx(t)

dt
+ p(t)x(t) = q(t)u(t), (7.10)

con condición inicial x(0) = x0. En este apunte, u(t) es la entrada a algún sistema, mien-
tras que x(t) es la respuesta que se quiere determinar. Para encontrar x(t), multiplicamos por
exp{

∫ t
0 p(s)ds} a ambos lados de (7.10) para obtener

d[x(t) exp{
∫ t

0 p(s)ds}]
dt

= q(t)u(t)e
∫ t
0 p(s)ds.

Esto conduce a

x(t) = x0e
−

∫ t
0 p(s)ds + e−

∫ t
0 p(s)ds

∫ t

0
q(τ)u(τ)e

∫ τ
0 p(s)dsdτ.

Para el caso común donde p(t) = −a y q(t) = b constantes, se tiene

x(t) = x0e
at + b

∫ t

0
u(τ)ea(t−τ)dτ. (7.11)

7.4.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

En general, resolver un sistema de ecuaciones diferenciales no es una tarea fácil. Sin embargo,
para el caso de primer orden con coeficientes constantes, la solución es bastante simple. Las ideas
vistas acá tienen aplicación directa en la sección de variables de estado.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

dx1(t)

dt
= a11x1(t) + a12x2(t) + · · ·+ a1nxn(t) + b1u(t)

dx2(t)

dt
= a21x1(t) + a22x2(t) + · · ·+ a2nxn(t) + b2u(t)

... =
... +

... +
. . . +

... +
...

dxn(t)

dt
= an1x1(t) + an2x2(t) + · · ·+ annxn(t) + bnu(t),

sujeto a x1(0) = x10, x2(0) = x20, . . . , xn(0) = xn0. Este sistema se puede reescribir como

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t)

sujeto a x(0) = x0, donde

x(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 , A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 , B =


b1
b2
...
bn

 , x0 =


x10

x20
...
xn0

 .



7.4. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 115

Para simplificar los cálculos, supongamos que A es diagonalizable. Es decir, podemos escribir
A = PDP−1, donde D es una matriz diagonal compuesta por los autovalores de A, los cuales
llamaremos λ1, . . . , λn.

Gracias a esta descomposición, proponemos el cambio de variable z(t) = P−1x(t), con z(0) :=
z0 = P−1x0. Con esta sustitución, nos queda

dz(t)

dt
= Dz(t) + P−1Bu(t),

lo cual no es más que n ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas de la forma

dzi(t)

dt
= λizi(t) + b̃iu(t),

donde b̃i es el i-ésimo elemento del vector P−1B. Acudiendo a lo obtenido en la sección 7.4.1,
obtenemos

zi(t) = z0ie
λit + b̃i

∫ t

0
u(τ)eλi(t−τ)dτ.

Sabiendo que la matriz diagonal formada por eλit, i = 1, . . . , n es equivalente a la matriz eDt,
podemos escribir

z(t) = eDtz0 +

∫ t

0
u(τ)eD(t−τ)dτP−1B.

Finalmente, volvemos a x(t) gracias a z(t) = P−1x(t), quedando

x(t) = PeDtP−1x0 +

∫ t

0
u(τ)PeD(t−τ)P−1dτB

= eAtx0 +

∫ t

0
u(τ)eA(t−τ)dτB, (7.12)

lo cual es una generalización de lo obtenido en (7.11). El resultado (7.12) corresponde a la
solución expĺıcita de la ecuación de estado en la representación de variables de estado de un
sistema lineal e invariante en el tiempo. Si bien el desarrollo fue hecho asumiendo que A es
diagonalizable, puede demostrarse que (7.12) es válida para cualquier matriz A.

7.4.3. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

En este apunte, sólo se cubren ecuaciones diferenciales de segundo grado lineales con coefi-
cientes constantes. Aqúı, interesa resolver la ecuación

d2x(t)

dt2
+ a

dx(t)

dt
+ bx(t) = u(t), (7.13)

sujeto a x(0) = x0 y dx(0)/dt = x′0. Al hacer x1(t) = x(t) y x2(t) = dx(t)/dt, podemos escribir
la ecuación diferencial (7.13) comodx1(t)

dt
dx2(t)

dt

 =

[
0 1
−b −a

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
︸︷︷︸
B

u(t).
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Este sistema de ecuaciones diferenciales tiene solución dada por (7.12). Aśı, si x(t) es la solución
de (7.12) para este caso, la solución de (7.13) está dada por

[
1 0

]
x(t), es decir, es la primera

componente del vector x(t). Para ilustrar este resultado, obtengamos la solución expĺıcita en
caso de que a2 − 4b 6= 0. En este caso, podemos diagonalizar A:

A =
1

λ2 − λ1

[
1 1
λ1 λ2

] [
λ1 0
0 λ2

] [
λ2 −1
−λ1 1

]
,

donde los autovalores λ1 y λ2 están dados por

λ1 =
−a+

√
a2 − 4b

2
, λ2 =

−a−
√
a2 − 4b

2
.

Note además que λ1 − λ2 =
√
a2 − 4b 6= 0. Entonces, podemos escribir la respuesta frente a las

condiciones iniciales como[
1 0

]
eAtx0 =

1

λ2 − λ1

[
1 0

] [ 1 1
λ1 λ2

] [
eλ1t 0

0 eλ2t

] [
λ2 −1
−λ1 1

] [
x0

x′0

]
=

(λ2x0 − x′0)eλ1t − (λ1x0 − x′0)eλ2t

λ2 − λ1
.

Por otra parte, la componente asociada al est́ımulo u(t) está dada por

[
1 0

] ∫ t

0
u(τ)eA(t−τ)dτB =

1

λ2 − λ1

∫ t

0
u(τ)

[
1 0

] [ 1 1
λ1 λ2

] [
eλ1(t−τ) 0

0 eλ2(t−τ)

] [
λ2 −1
−λ1 1

] [
0
1

]
dτ

=
1

λ2 − λ1

∫ t

0
u(τ)[eλ1(t−τ) − eλ2(t−τ)]dτ.

Entonces, la respuesta total es

x(t) =
(λ2x0 − x′0)eλ1t − (λ1x0 − x′0)eλ2t

λ2 − λ1
+

1

λ2 − λ1

∫ t

0
u(τ)[eλ1(t−τ) − eλ2(t−τ)]dτ.

De esta solución vemos cómo las condiciones iniciales influyen linealmente en la respuesta total.
Esta parte de la respuesta decae (o crece) exponencialmente según los autovalores λ1 y λ2.
Además, la señal u(t) es integrada con una función peso también exponencial, dependiente de
los autovalores ya calculados. En el caṕıtulo 2, se ve que esta operación es la convolución entre
la función u(t) y los modos naturales del sistema, eλ1t y eλ2t.
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[7] K. J. Åström and B. Wittenmark, “Computer Controlled Systems: Theory and Design,”
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1984.

[8] G. Strang, Linear Algebra and its Applications. 4th ed., Thomson Learning, 2006.

[9] C. Moler and C. Van Loan, “Nineteen dubious ways to compute the exponential of a matrix,
twenty-five years later,” SIAM review, vol. 45, no. 1, pp. 3–49, 2003.

117


	Señales y Sistemas
	Definiciones de Señales y Sistemas
	¿Por qué sistemas lineales?
	Sistemas Dinámicos y Algebraicos
	Linealidad
	Invariancia en el tiempo
	Linealización
	Señales Fundamentales

	Análisis Temporal
	Ecuación Diferencial del Sistema (EDS)
	Estabilidad y Velocidad
	Respuesta a escalón unitario
	Cálculo de la respuesta de la EDS vía Convolución
	Ecuación Recursiva del Sistema (ERS)
	Cálculo de la respuesta de la ERS vía Convolución

	Fourier: Análisis bajo excitaciones periódicas
	Respuesta en Frecuencia
	Series de Fourier para señales de tiempo continuo
	Teorema de Parseval para series de Fourier
	Transformada de Fourier
	Teorema de Parseval para Transformada de Fourier
	Aplicación en sistemas lineales
	Filtraje
	Serie de Fourier Discreta
	Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

	Laplace y Zeta: Análisis bajo excitaciones arbitrarias
	Transformada de Laplace: Definición
	Función de transferencia y EDS
	Análisis transiente en tiempo continuo
	Transformada Zeta: Definición
	Función de Transferencia y ERS

	Representaciones de sistemas lineales
	Variables de Estado
	Diagramas de bloques
	Diagramas de Bode
	Diagramas de Nyquist

	Sistemas Híbridos
	Muestreo y reconstrucción de señales
	Discretización de sistemas de tiempo continuo

	Apéndice
	Números complejos
	Fracciones parciales
	Denominador con raíces distintas
	Denominador con una raíz múltiple

	Álgebra lineal
	Conceptos básicos
	Determinante
	Inversa de una matriz
	Autovalores y autovectores
	Diagonalización de una matriz
	Exponencial de una matriz

	Ecuaciones diferenciales ordinarias
	Ecuaciones diferenciales de primer orden
	Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
	Ecuaciones diferenciales de segundo orden



