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Prefacio

Este apunte trata sobre Andlisis de Sistemas Lineales, es decir, el conjunto de herramien-
tas y conceptos matematicos que permiten caracterizar el comportamiento de sistemas lineales
dindmicos y estaticos. Si bien puede considerarse un tépico de las matematicas, el interés y
enfoque de este apunte se da en el contexto de la ingenieria electrénica. En este campo, las apli-
caciones de los conceptos aqui estudiados se pueden encontrar en (tele)comunicaciones, control
automatico, modelamiento fisico, identificacién de sistemas, teoria de redes eléctricas, robdtica,
entre muchas otras areas.

El objetivo de este apunte es entregar (con muy poco detalle) los contenidos esenciales de
Anilisis de Sistemas Lineales como es estudiado en ELO-104 en la UTFSM, con enfoque a ejer-
cicios y sus soluciones completas. La estructura del apunte es simple: dividido en capitulos que
usualmente merecen una evaluacién separada, primero se entregan las ideas principales de cada
tépico, y luego se proponen ejercicios en relacién a esa tematica. Los ejercicios estan catalogados
por su dificultad, siendo # el nivel mas facil, y sese# el mas desafiante. Adicionalmente, se han
incorporado comentarios en parrafos o en pie de pagina, donde se pretende dar intuicién, pre-
sentar una generalizacién, o senalar distintos caminos para resolver un problema en particular.
También se ha incorporado un apéndice sobre topicos de matematica necesarios para entender
los conceptos que se estudian en este apunte. Notese que el propdsito de este apunte es comple-
mentar las clases, lectura, ayudantias y estudio personal del estudiante. NO debe considerarse
como el material central del curso, puesto que no se hicieron esfuerzos para incorporar la teoria
a cabalidad.

La gran mayoria del texto fue escrito en el ano 2016, mientras hacia la ayudantia de ELO-
104. En un afdn de dejar el apunte publico, revisé y completé el apunte en 2019 durante mi
tiempo libre. Cualquier errata o pregunta sobre el apunte, o sobre el tépico en general, no dude
en escribirme a rodrigo.agv@gmail.com.

Rodrigo A. Gonzilez Estocolmo, Suecia
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Capitulo 1

Senales y Sistemas

En este capitulo se introducen las caracteristicas fundamentales de sistemas. El principal
enfoque estd en linealidad e invariancia en el tiempo, dos propiedades que se utilizardn repeti-
damente a lo largo del apunte. Ademds, se entrega un método para linealizar sistemas dindmicos
en algin punto de equilibrio, y se estudian las senales mas importantes para analizar sistemas.

1.1. Definiciones de Senales y Sistemas

Comenzamos con definiciones bésicas.

Senal: Una sefnial es una medicién u observacién que contiene informacion de interés, repre-
sentada matematicamente como funciéon de una o més variables independientes. Por ejemplo, la
funcién u : t — wu(t) usualmente denota la senal de entrada a un sistema, donde ¢ es la variable
de tiempo. Para evitar excesiva formalidad, generalmente nos referimos a esta senal por u(t)
(aunque dependiendo del contexto, u(t) es simplemente la sefial u evaluada en el tiempo t).

Sistema: Un sistema es un ente organizado, resultante de la interconexién de elementos bési-
cos, que segun el juicio de un observador, tiene una finalidad y caracter determinado. También
se define como cualquier proceso que produce una transformacion de senales.

Estado: Senal o conjunto de senales internas u ocultas de un sistema. El estado del sistema
recopila la informacion del pasado, para entregar una representaciéon compacta de la informacion
relevante para predecir el futuro. Normalmente nos referimos al estado con la senal x(t), la cual
se escribe en negrita en este apunte por ser vector.

Una forma de representar graficamente un sistema se muestra en la Figura 1.1, donde

u(t) S y(t)

x(to)

Figura 1.1: Representacién compacta de un sistema.
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u(t) es la senal’ que retine todas las excitaciones del sistema,

x(tg) es el vector que describe el estado del sistema en el tiempo ty (condicion inicial del
sistema), e

y(t) es la senal que retne las senales escogidas como salidas.

Un sistema también se puede representar con la notacion
y(t) = T(x(to), u(t))  Vt=to, (1.1)

donde T es una transformacién que describe la dependencia entre la condicién inicial x(¢g) y
entrada u(t), y la salida y(t).

1.2. ;jPor qué sistemas lineales?

Antes de comenzar a estudiar sistemas lineales, cabe preguntarse por qué se estudia este tipo
de sistemas en particular. A continuaciéon se detallan algunas razones:

1. Muchos sistemas pueden representarse por modelos lineales sencillos de razonable fideli-
dad. Ejemplos de esto son las redes eléctricas, o sistemas fisicos descritos con mecanica
Newtoniana.

2. Existen poderosas herramientas para analizar y sintetizar este tipo de sistemas. Ejemplos
de éstas son las transformadas de Fourier, Laplace y Zeta, las cuales son de facil aplicacion
y de gran utilidad conceptual y practica.

3. En sistemas lineales, es posible explotar la propiedad de superposicién para determinar
facilmente salidas de sistemas lineales de alta complejidad. Asimismo, veremos que para
sistemas lineales que ademds son invariantes en el tiempo, basta conocer la respuesta a
impulso de éste para conocer cémo se comportara el sistema frente a una senial arbitraria.

Desventaja: jLos sistemas reales NO son lineales! De hecho, cualquier sistema real presenta
saturacién para algin valor (suficientemente alto) de entrada. Sin embargo, en muchos casos es
posible trabajar con modelos lineales aproximados de suficiente calidad.

1.3. Sistemas Dinamicos y Algebraicos

Las respuestas de un sistema pueden depender también de la informacién y/o energia exis-
tentes en el instante en el cual el comportamiento del sistema comienza a ser observado. Estos
se llaman sistemas dindmicos. En cambio, un sistema algebraico sélo requiere el conocimiento
de la entrada en el momento exacto de la observacion de la salida.

i

Ejercicio 1.3.1 (#) Considere el sistema

du(t)]?  _
B + e—vuld)
achilg)—i—y(t): [ dt ]du(t) s—u(t). (1.2)
145|247

Note que las entradas y salidas pueden ser sefiales multidimensionales. Sin embargo, para este apunte sélo se
consideran entradas y salidas escalares, es decir, trataremos con sistemas SISO (single-input single-output).
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Determine para qué valores de o, B y y el sistema descrito en (1.2) es estdtico.

Desarrollo. La idea es manipular las variables para que desaparezcan las derivadas del sistema.
Se puede ver directamente que se necesita que « sea igual a cero. Analizando el lado derecho,
notamos que si = 0, se obtiene el sistema y(t) = u(t)e~7*") el cual es estatico para cualquier
valor de v € R. Por otra parte, si 5 # 0, si se fija v = 0 se cancelan los factores del numerador y
denominador de la parte derecha de (1.2), quedando y(t) = u(t), el cual es un sistema estético.
Para todos los trios restantes, el sistema descrito en (1.2) es dindmico. O

1.4. Linealidad
Un sistema es lineal si satisface
T{a1x1+a9Xa, Brui(t)+H2ua(t)) = a1 T(x1, 0)+aeT(x2,0)+81T(0, u1(t))+62T(0, uz(t)) (1.3)

para cualquier valor de las constantes a1, ago, 81, B2, cualquier par de condiciones iniciales x1 y
X2, y cualquier par de entradas wu;(t) y ug(t). A continuacién, cuando no exista confusién, a
veces se omite la dependencia en ¢ de las senales por simplicidad.

De la definicién de linealidad se desprenden 2 conceptos fundamentales: superposicién (res-
puesta de la suma es la suma de las respuestas) y homogeneidad (respuesta del escalamiento es
el escalamiento de las respuestas).

Ejercicio 1.4.1 (s, Problema 1.1. de [1]) Considere un sistema cuyo modelo de comporta-
miento estd dado por:
y(t) = mu(t) + b.

Determine las condiciones que deben satisfacer las constantes m y b de modo que el sistema con
entrada u(t) y respuesta y(t) sea lineal.

Desarrollo. Dado que el sistema (1.4) es un sistema algebraico, no necesita de condiciones
iniciales. Por ende, adecuamos la notacién y(t) = T(x(to),u(t)) = T(u(t)). Considerando la
definicién dada en (1.3), determinamos las siguientes senales:

ys = T{aiu; + agug) = m(aiur + agug) + b
a1ys, + aoys, = a1 T(u1) + aaT(u2) = armu; + cemug + bayg + baa.
Para que ys = aqys, + a2ys,, debe cumplirse ba;; + bag = b. Como la linealidad debe cumplirse

para todo a1 y «g, debe tenerse b = 0. No se imponen restricciones sobre m pues se consigue
igualdad en estos factores para todo m € R. ([l

Ejercicio 1.4.2 (sw, Problema 1.9. de [1]) Determine si el siguiente sistema es o no lineal

d?il(tt) + 2ty (t) = 2u(t).

Desarrollo. Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria (ver Apéndice 7.4), se puede escribir
y(t) explicitamente como

t
y(t) = yoe~ =10 4 / 2u(r)e” =) dr = T(yo, u(t)).
to
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Entonces, se calculan las siguientes expresiones para constantes arbitrarias a1, as, 81, B2, condi-
ciones iniciales yo1, Y02 v senales de entrada uq, us:

ys(t) = T{a1yo1 + aayoz, Siur + Pauz)

= (a1yo1 + azyoz)e” 0 + /tt 2(B1ua(7) + Baua(r))e™ " dr (1.4)
0
a1y1(t) = 1 T(yo1,0) = aryore” =% (1.5)
azya(t) = o T (Yoo, 0) = azyope™ "0 (1.6)
Brys(t) = SLT(0,u1) = fr /tt 2ui(r)e” @ dr (17)
Baya(t) = B2T(0,u2) = B2 /t: 2us(r)e~ = dr. (1.8)
Sumando (1.5) hasta (1.8) y ordenando, se obtiene (1.4), con lo cual se satisface (1.3). O

Ejercicio 1.4.3 (se%) Determine si el siguiente sistema es o no lineal

2
[d?izit)] +y(t) = 2u(t). (1.9)

Desarrollo. Producto del término cuadrético, es natural pensar que el sistema (1.9) es no lineal.
Demostremos que el sistema no satisface la propiedad de superposicién a la entrada. Para esto,
consideremos la condicién inicial igual a cero, y sean las senales y;(t) y y2(t) salidas producto
de las entradas ui(t) y ua(t) respectivamente. Es decir,

y1(t) = T(0,ur(t)),  ya2(t) = T(0, ua(t)). (1.10)

Por otra parte, sea la senal ys3(t) salida producto de la entrada wu;(t) + uz(t), también con
condicién inicial cero. En otras palabras, ys(t) = T(0,ui(t) + ua(t)). Se debe demostrar que

y3(t) # y1(t) + y2(t).
Se sabe que y1(t), y2(t) e y3(t) deben satisfacer las ecuaciones diferenciales

- 42

WO a(1) = 2m0), (111)
- 29

WD 1 o(e) = 2un(), (112)
- 19

PN yatt) = 2m (1) + 20s(1). (113)

Reemplazando (1.11) y (1.12) en (1.13), se obtiene la igualdad

[d%(t)r +y3(t) = [dyl(t)r + [dyQ(t)r +y1(t) + y2(t). (1.14)

dt dt dt
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Argumentando por contradiccién, supongamos que y3(t) = y1(t)+y2(t). Reemplazando en (1.14),
se tiene

d(y (t) + y2(t)]? dyi (t)]% | [dya(t)]”
t t) = t t
A0 = [0 [22E] o)+t
dyr ()17 | dy(t) dya(t) | [dya(t)]° dyi ()] | [dy2(t)]?
2 t t) = t t
[ i | Ta @ | a ) Tl a | e | Tn@reld
dy: (t) dy»(t)
dt dt ( )
Dado que para sefiales de entrada u;(t) y ua(t) arbitrarias no necesariamente se cumple (1.15),
por contradiccién, tenemos que la suposicién ys(t) = yi1(t) + y2(t) es incorrecta. Por ende,
y3(t) # y1(t) +y2(t), lo que implica que el sistema (1.9) no cumple la propiedad de superposicién
en la entrada y por lo tanto no es lineal. (|

1.5. Invariancia en el tiempo
Un sistema es invariante en el tiempo si se cumple que

T(x(0) = xg,u(t)) = y(t) = T(x(7) = x0,u(t — 7)) =yt — 1), VT > 0.

u(t) S y(t) u(t — ) S y(t —7)
—_— —— i —_— ——
x(0) = xo T x(7) = xo

Figura 1.2: Propiedad de invariancia en el tiempo.

Intuitivamente, un sistema es invariante en el tiempo si el sistema responde de igual forma
no importando cuando la entrada fue aplicada (en presencia de las mismas condiciones iniciales).
De aqui en adelante, un sistema lineal e invariante en el tiempo se abrevia como sistema

LTI

Ejercicio 1.5.1 (&) Determine si el siguiente sistema es o no invariante en el tiempo

y(t) = tu(t). (1.16)

Desarrollo. Consideremos la notacién y(t) = T(u(t)), donde se omite la condicién inicial por
ser un sistema algebraico. Notemos que

T(xg,u(t — 7)) = tu(t — 1)
y(t —7) = (t — 1)u(t — 7) # T(xo, u(t — 7)),

con lo cual se concluye que el sistema (1.16) es variante en el tiempo. O
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IVt

Ejercicio 1.5.2 (#%) Demuestre que el siguiente sistema es variante en el tiempo

dz? — (), (0) = yo. (1.17)

Desarrollo. En primer lugar, se determina T(y(0) = yo,u(t)) explicitamente resolviendo la
ecuacién diferencial:

y(t) = T{y(0) = yo, u(t)) = yo + /0 u(r)dr.

Ahora se procede a determinar y(t — T') como

T
y(t —T)=yo+ /0 Tu(T)dr. (1.18)

Por otra parte, se calcula T(y(T") = yo,u(t — T)):

t

T(y(T) = yo, u(t = T)) = yo + /T ru(r — T)dr.

Haciendo el cambio de variable © = 7 — T', se obtiene

t—T
T(Y(T) = yo, u(t — T)) = yo + /0 (z + T)u(z)dz, (1.19)

con lo cual se ve que (1.18) y (1.19) no son iguales para todo 1"y para todo u(t), y por lo tanto
el sistema (1.17) es variante en el tiempo.

Nota: El lector puede comprobar que si se elimina el factor ¢ de la parte derecha de la EDS en
(1.17), el sistema es invariante en el tiempo. O

1.6. Linealizacion

Anteriormente, se ha afirmado que practicamente todos los sistemas reales son no lineales.
Para analizarlos, muchas veces conviene linealizarlos en algiin punto de equilibrio, con lo cual
se establece una region donde el sistema tiene comportamiento similar a un sistema lineal. A
continuacién se entrega una derivacion sencilla que muestra como linealizar un sistema, y los
pasos explicitos a seguir.

En general se tendrd una ecuacién (EDO) no lineal de la forma

fi(u(e),y(0)) = fafu(e), y(0)), (1.20)
donde fi, f» son operadores no lineales, posiblemente dindmicos?. Siempre se puede expresar
(1.20) como

flu(o),y(0)) =0 = f(u,u/ v’ ...y, 9/, y",...) =0,
donde (-)" denota la derivada de (-). Calculando serie de Taylor en torno a (ug, yg) hasta primer
grado:

of Of | — of| (, _ _

2Esto simplemente quiere decir que fi y fa son ‘funciones’ de la entrada y salida, y posiblemente derivadas de
estas sefiales.
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donde se fuerza f(ug,yg) = 0 en el punto de equilibrio, y se establecen las variaciones Au =
u—ug, Ay Ly — yqQ, etc. Con esto, se ha construido una ecuacién dindmica lineal en Au, Ay.
Un detalle no menor es que la derivacion se extiende naturalmente a sistemas discretos,
donde las ‘derivadas’ v’ e 3’ se deben interpretar como adelantos o retrasos de estas senales,
segin corresponda.
Para linear un sistema se recomienda seguir los siguientes pasos:

1. Identificar variables (senales).

2. Escribir estructura linealizada. Importante: derivadas (para tiempo continuo), y adelan-
tos/retrasos (para tiempo discreto) se consideran como otra variable.

3. Determinar punto(s) de equilibrio igualando derivadas a cero en caso de tiempo continuo,
e igualando los adelantos y retrasos de u[k] e y[k] a ug e yg respectivamente para el caso
de tiempo discreto.

) Ay

4. Calculo de las constantes k; = ——| .

oz g

Ejercicio 1.6.1 (ss, Problema 1.4. de [1]) Considere un sistema con entrada u(t) y salida

y(t), relacionados con la ecuacion diferencial

dy(t)

‘g;"FP+0J@UDﬂy@)=2Mﬂ-

Determine los modelos linealizados para un punto de operacién definido por yg = 0,1. Repita
para yg = 3.
Desarrollo. Para yg = 0,1:

= Variables: dy(t)

Y (), u(t).
s Estructura linealizada:

Ay(t
k‘lzi) + szy(t) = k‘gAu(t)

= Punto de equilibrio: Se debe resolver la ecuacién algebraica no lineal
[2 -+ O,l(yQ)2] Yo = QUQ,
con lo cual se obtiene (ug,yq) = (0,10005,1/10).

= Célculo de k; parai=1,2,3:

k=1
ka =2+ 0,3y} = 2,003
ks = 2,

con lo cual se obtiene el modelo linealizado

Ay(t
th() + 2,003Ay(t) = 2Au(t).
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Ahora, para yg = 3, s6lo se debe volver a calcular el punto de equilibrio y k:

24 0,1(y0)*] yo = 2ug = (ug.yq) = (4,35,3)
ky =2+03y5 =4,7.

Por ende, el modelo linealizado en torno a este punto de operacién es

Ay(t) _
S T ATAY() = 280u(h). O

Ejercicio 1.6.2 (s, Problema 1.10. de [1]) Construya, si es posible, un modelo lineal pa-

" ulk — 1]

1+ 0.2(ulk — 2))2°

ylk] — 0,2y[k — 1]y[k — 2] + 0,4y[k — 3] = ug = 1.

Desarrollo.
» Variables: y[k], y[k — 1], y[k — 2], y[k — 3], u[k — 1], u[k — 2].
s Estructura linealizada:

k1 Aylk] + kaAy[k — 1] + ksAylk — 2] + kaAylk — 3] = ksAulk — 1] + ksAulk — 2].

= Punto de equilibrio: Se debe resolver la ecuacién algebraica no lineal

uQ

—0,2(yo)? +0dyp = ———=2

ug =1,

con lo cual se obtienen los puntos de equilibrio (ug1, yg1) ( 5t/ 13 ) (uQ2,¥Q2)

(1, % — \/ﬁ). A modo de ilustracion, en este ejercicio sélo se estudiara la linealizacion

asociada a (uQ1,yqQ1)-

= Célculo de k;,i =1,...,6:

k=1
7 1 /97
h2= 020 =35~ 5\ 13
7 1 /97
ks = —072yQ1 = _TO - g E
ks=04
1 5
k5 = —1 3 = —
+ 0,2(uQ1) 6
0.4 -5
k6 = — ? qu = —

YT 020ug )2 T 18

Se concluye que el modelo linealizado es

7 1 [o7 7 1 [o7 5 5
Aylkl—( £ + 2 Aylk—1 20) Aylk—214 — Aylk—3] = 2 Aulk—1]—-> Aulk—2].
ylk] <10+5 12) ylk—1]- <1o+5 12) ul ]+10 ylk=3] = g Aulk—1]- Tz Aulk—2]

0
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Ejercicio 1.6.3 (#%) Obtenga la estructura lineal, las formulas de las constantes de lineali-
zacion, punto de equilibrio para mq = M y el modelo linealizado del sistema no lineal descrito
por

B — a1+ miolg - katt) - 7 (o0 - 510 ) < L2 (1.21)
Ch:;ft) = pa(t) (1.22)

dz(t) _ p(t)  m(t)q(t)
dd ~— M MA (1.23)

Desarrollo.

dp(t) dm(t) dz(t) .

- Variables: m(t), z(), p(t), a(t), 5, o S

s Estructura linealizada:

dACZ(t) — klAm<t) + k2A;(;(t) =+ k3Ap(t) + k4Aq(t)
dA;Z(t) = ksAq(t)
dAC;;(t) = kGAp(t) + /<:7Am(t) + kSAQ(t)'

» Punto de equilibrio: A partir de (1.22), vemos que gg = 0. Por (1.23), obtenemos pg = 0.
Gracias a que mg = M, la ecuacién (1.21) conduce a zg = —2Mg/k.

s Calculo de k;,7 =1,...,8: Procediendo de la forma usual, calculamos
b b
1 9, 2 ) 3 M’ 4 A’
ks = k = k7=0 k 1
5= 0 6= A0 7=Y 8= "1

dAdzz(t) = —gAm(t) — kAx(t) — %Ap(t) + %Aq(t)
dA;'Z f_ pAq(t)
dACZ(t) _ %Ap(t) - %Aq(t). -

Ejercicio 1.6.4 (seses) Considere el circuito eléctrico de la Figura 1.3, donde la componente
en la parte derecha corresponde a una resistencia no lineal cuya curva voltaje-corriente estd
dada por el grifico adjunto.

Si R =2[Q], C =0,5[F] yu(t) = 8[V], determine todos los puntos de equilibrio (vg,iqQ), y
linealice el sistema en cada punto de equilibrio obtenido, donde u(t) corresponde a la entrada y
v(t) a la salida.
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=N W o Ot

Figura 1.3: Izquierda: circuito eléctrico con componente no lineal. Derecha: Grafico voltaje-
corriente de esa componente.

Desarrollo. Si definimos i1 (¢) como la corriente por la resistencia R, tenemos por la ley de
voltajes de Kirchhoff que u(t) = Rii(t) +v(t). Entonces, la ecuacién caracteristica del capacitor

conduce a
Cdil(tt) () —i(t) = W ().

Por ende, en estado estacionario los puntos de equilibrio (vg,ig) deben satisfacer

8 — g .
=1iQ.
9 Q

Como los puntos de equilibrio deben satisfacer la curva caracteristica de la resistencia no lineal,
éstos pueden ser encontrados intersectando curvas, como se muestra en la figura.

\) w —~ ot
: : ; :
/

Los siguientes puntos de equilibrio se obtienen:

oo = (816) (12 Y (16
VQ1,1Q1) = 55 5 VQ2,1Q2) = 5°5 5 VQ3,1Q3) = 70 .

Si denotamos f(v) como la funcién que relaciona v(t) con i(t), el modelo linealizado en el punto
de equilibrio (vg,ig) esta dado por
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Reemplazando apropiadamente, se llega a los siguientes tres sistemas linealizados:

Para (vg1,i01) : iAv(t) = —5Av(t) + Au(t),

dt

d
Para (vg2,ig2) aAv(t) = 5Au(t) + Au(t),
Para (vgs3,igQ3) : %Av(t) = —TAv(t) + Au(t).

Nota: Puede verse que (vQ1,iQ1) ¥ (vQ3,ig3) conducen a sistemas linealizados estables, mientras
que el sistema linealizado con (vg2,ig2) es inestable. Mds ain, puede concluirse que (vg1,iQ1)
y (vQ3,iq3) son atractores, mientras que (vg2,ig2) es un repulsor. O

Ejercicio 1.6.5 (ss%) A partir del diagrama de bloques® de la figura, determine la ecuacion
del sistema no lineal, linealicela en torno al punto de operacion yg = 3, y represéntela en un
diagrama de bloques.

u dDy/dt Dy

y
%

Du
)
2 J

Figura 1.4: Diagrama de bloques de sistema no lineal.

v

1/4 < 3

Desarrollo. Del diagrama de bloques, se puede obtener la siguiente ecuacién diferencial no
lineal:
2

d
d—z = “2 NTES (1.24)

Al igualar la parte derecha de (1.24) a cero, se obtiene el punto de equilibrio (ug,yq) = (2, 3).
La ecuacion linealizada del sistema es

dAy A 1 A
=AY — —
dt @ 2\/yo +1 4
1
=2Au—-A
u— Ay
Esto se puede representar en el diagrama de bloques de Simulink? de la Figura 1.5. O

3Ejercicios sobre diagramas de bloque se encuentran en el Capitulo 5. Este problema es sélo para entender
linealizacién en un contexto un poco mas practico. Por si no lo ha estudiado antes, el bloque % corresponde a un
integrador.

4Note que se han sumado las constantes 2 y 3 en la entrada y salida respectivamente. Estos valores corresponden
al punto de equilibrio, y son necesarios para simular correctamente, pues Au(t) = u(t) — 2, Ay(t) = y(t) — 3.
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" dDy/dt Dy

Vo
2 i 3

Figura 1.5: Diagrama de bloques de sistema lineal.

n|=
+

1.7. Senales Fundamentales

A continuacién se describen las sefiales fundamentales estudiadas a lo largo de este apunte.

» Escalén Unitario (funcién de Heaviside): El escalén unitario en el instante ¢y se

define como:
M(t—tt)—A'{ = *0

0 sit<ty.

» Impulso Unitario (delta de Dirac): El delta de Dirac satisface
[e.e]
(5(t—t0) =0 Vt;ﬁto con / 5(t—t0)dt: 1.
—00

También puede entenderse el delta de Dirac como la derivada del escalén unitario:

p(t —to)

= 0(t —tp).
7 (t —to)

» Rampa unitaria: La rampa unitaria se define como:

T(t—to)é t—to S?tzto,
0 sit <.

dr(t)
Not = u(t).
ote que — = = pu(t)

= Exponencial: La funcién exponencial se define genéricamente como
at
f(t) =e™,

con a = 0+ jw € C. Combinada con su complejo conjugado, se pueden formar sinusoidales
con amplitud exponencial, de la forma

f(t) = Ae“sin(wt + ).

Esto permite obtener exponenciales reales (al hacer w = 0) como también sinusoidales
puras (al hacer o = 0).
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= Unico caso no analogo para tiempo discreto: El delta de Kronecker
Todas las senales anteriormente descritas se extienden naturalmente al caso de tiempo
discreto, salvo el impulso unitario. En vez de esta senal, se define el delta de Kronecker
como

0 Sit#to,
1 Sit:t().

drc[t —to] = {

Ejercicio 1.7.1 (s, Problema 2.6. de [1]) Determine una expresion analitica, usando del-
tas de Dirac si es necesario, para la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1 ity =sin(3t—Z)pu(t—3).

2. fa(t) = [r(t) = 2r(t = 2)]u(—t + 4).
Desarrollo.

1. Para fi(t): Aplicando derivada del producto y propiedades del delta de Dirac, se obtiene

df;it) = 3cos (3t—g>u<t—g) + sin <3t—g>5(t_g>
oo (ae= 5 (1= 5) +in (5 - 5)o(0-5)

ses(u- D)u(e-7) - 353

0 sit <3,
1 ‘

= 7(5(0) sit= g,
3cos(3t—§) sit> 3.

2. Para f5(t): Nuevamente, aplicando derivada del producto y propiedades de la rampa, se
obtiene

dfa(t)
dt

= [p(t) = 2p(t = 2)Ju(—t +4) = [r(t) — 2r(t — 2)]0(—t + 4)

= [p(t) = 2p(t = 2)]u(—t +4) = [r(4) — 2r(2)]6(—t +4)
1 si0<t<?,

=<¢ -1 si2<t<4, O
0 si(t<0)6(t>4).

Ejercicio 1.7.2 (sw) Obtenga una expresion explicita para cada una de las senales de la Fi-
gura 1.6.
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4 5
3 k
=C o
2 <3
l | U
0 -5
0 5 10 15 0 2 4 6 8
t t
Figura 1.6: Senales fi(t) (izquierda), fa(t) (derecha).
Desarrollo.

Para f1(t): La senal presenta un retardo de dos unidades de tiempo. Después de este ins-
tante, la senal corresponde a una exponencial con exponente negativo, pues se estaciona
en un valor finito, a diferencia del exponente positivo, el cual provoca un crecimiento sin
limite. Sabiendo que el valor final de fi(t) es 4, y se consigue una aproximacién razona-
ble a este valor en 12 unidades de tiempo (correspondientes a 4 constantes de tiempo 7
aproximadamente), se deduce que la funcién puede escribirse como

—(t=2)

fl(t):4<1—e 3 )u(t—z).

Nota: La constante de tiempo también puede estimarse (de forma més precisa) con la
tangente de la funciéon en t = 2. Sin considerar el retardo, la constante de tiempo corres-
ponde aproximadamente al punto en el eje temporal en donde la tangente alcanza el valor
final de la funcién.

Para fo(t): Por la forma, se deduce de inmediato que la funcién es una sinusoidal con
envolvente exponencial. Notando que el punto méximo de la sinusoidal se encuentra en
t = 0, puede considerarse la parte sinusoidal como un coseno sin retardo, con amplitud 5.
Dado que el segundo valle se produce exactamente en ¢t = 1, el cual corresponde a cos(37),
se deduce que w = 37. Finalmente, al dibujar la envolvente de la sefial se puede ver que la
constante de tiempo de la exponencial es aproximadamente 2. Con esto, se concluye que

fa(t) = 5e~% cos(37t). ]

(e

Ejercicio 1.7.3 (s%) Encuentre la expresion analitica para cada una de las senales de la Fi-
gura 1.7, y la integral de éstas. Ademas, grafique la integral de cada senal.
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fa(t)

0,5 |

Figura 1.7: Seniales compuestas.

Desarrollo.

» Para f1(t): Observando la grafica, notamos que

3 3
fi(t) =4u(t) —2r(t) +2r(t — 1) + pu(t —3) — ir(t -3)+ Er(t —5)
4-2t si0<t<l,
)2 sil<t<3,
SR -% siz<t<s,
0 en otro caso.
Por lo tanto, la integral de la sefial pedida es®
0 sit <O,
. At — 2 sio<t<1,
/ filr)dr =<2t +1 sil<t<3,
- —32 4+ -5 §i3<t<s,
10 sit> 5.

» Para f5(t): Observando la grafica, vemos que

ﬁ“%zﬂﬂ—3ﬂﬁ—n+2r0—3>+M<pjj

2 2
0 sit <O,
it si0<t<1,
o l3-2t si1<t<3,
1 sit> 3.

®Una forma de comprobar estos resultados es evaluar en los puntos ¢t = 1,3,5 y comparar con el drea bajo la
curva de la Figura 1.7. Adem4ds, debe cumplirse que la integral de una sefal es una funcién continua (a no ser
que f(t) se componga de algiin delta de Dirac, lo cual no es el caso acd).
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Por lo tanto, la integral de la senal fa(t) es

0 sit <O,
t ok :
= sio<t<1
/ fa(rydr =4 2 , 3 3
—o0 —t*+3t—35 sil<t<g,
—% sitZ%.

Finalmente, las senales graficadas se encuentran en la Figura 1.8.

10 4 3.
gﬁfl(t) fa(t)
7 1 1
71 9
Z,,
3| 1]
2 1
L t
~1 1 3 4 5 6 -1 1

Figura 1.8: Integral de las senales fi(t) y fa(t).

19



Capitulo 2

Analisis Temporal

Este capitulo revisa algunos conceptos de ecuaciones diferenciales y ecuaciones recursivas.
Estas ecuaciones son base para el andlisis de sistemas lineales en tiempo continuo y discreto res-
pectivamente, dado que cualquier sistema LTI se puede expresar como un sistema de ecuaciones
diferenciales o recursivas.

Primero se analiza la solucion de estos sistemas, y las propiedades que se observan gracias
a la linealidad e invariancia. Luego se estudia la respuesta a escalén unitario, la cual otorga
una caracterizacién de un sistema LTI. Finalmente, se revisa la operacién convolucién, la cual
permite obtener la respuesta de un sistema LTI frente a una senal de entrada arbitraria.

2.1. Ecuacién Diferencial del Sistema (EDS)

La Ecuacién Diferencial de un Sistema (EDS) es un modelo dindmico que describe una
relacion fundamental sobre ciertas combinaciones de la entrada, salida, y algunas derivadas de
ambas senales.

La solucién de la EDS (respuesta del sistema), tiene 2 componentes:

1. Componente homogénea o natural y,(t): Captura la naturaleza intrinsica del sistema. Se
obtiene resolviendo la EDS con u(t) = 0. Depende de las condiciones iniciales.

2. Componente particular o forzada y,(t): Captura la respuesta del sistema que depende
tinicamente de la entrada. Es decir, no depende de las condiciones iniciales.

Una forma alternativa es expresar la respuesta como la suma entre la respuesta a condiciones
iniciales y,(t) = T(zo,0) y la respuesta a estimulo y,,(t) = T(0,u(t)). Se tiene y(t) = T(zo,0) +
T(0,u(t)) = yu(t) + yu(t) = yn(t) + yp(t). Note que las condiciones iniciales se incorporan de
forma distinta en ambos métodos.

De estas definiciones, se desprenden los conceptos de modos naturales y forzados. Un pequeno
resumen de esto se encuentra a continuacién:

yn(t) | vp(t) | ya(t) | yult)
Modos naturales v v v
Modos forzados ve v

Los sistemas lineales exhiben ganancias distintas para modos forzantes distintos. Esto es clave
para el andlisis y diseno de sistemas.

20
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Ejercicio 2.1.1 (sses) Determine la EDS que relaciona la entrada vs(t) con la salida v(t)
del circuito de la Figura 2.1, y estudie sus soluciones. Posteriormente, obtenga v.(t) para v (t) =
wu(t), R=3[Q], C =1/2[F], L = 1[H], sujeto a las condiciones iniciales v.(0) = —1, dv.(0)/dt =
1. Ademds, descomponga la solucion en componentes particular y homogénea, y respuesta a
condiciones iniciales y a estimulo.

ir(t) L i

vy (t) O R—CE ()

Figura 2.1: Circuito RLC.

Desarrollo. Por la ley de voltajes de Kirchhoff, y luego reemplazando por las ecuaciones propias
de cada componente, se tiene

v(t) = vp(t) +ir(t) R+ ve(t)

B dir(t) dve(t)
= L— = + RC— = +uc(t)
con lo cual se obtiene la ecuacién diferenciall
d?v.(t) dvc(t)
p— . .1
vf(t) LC 72 + RC It + vc(t) (2.1)

Encontramos la solucion de la ecuacién homogénea a través del polinomio caracteristico:

LCN +RCA+1=0
_ —RC+£VRC? - ALC
- 2LC '

Aqui es posible proponer algunos ejemplos para ilustrar distintas formas tipicas de la solucion
homogénea:

— A

» R=3[Q], C =1/2[F|, L =1[H]: La solucién homogénea es
ven(t) = C1€7t + 0267215.

Es decir, 2 exponenciales decrecientes. Se puede demostrar que no es posible obtener una
exponencial creciente, pues RC > VR2C? —4LC  para todo R,L,C > 0 tal que el

argumento de la raiz sea positivo (jEsto fisicamente tiene mucho sentido!).
» R=0[Q], C =1[F], L =1[H]: La solucién homogénea es

Ven(t) = Clejt + Czefjt
= C cos(t) + Cysin(t).

!Note que las condiciones iniciales estdn comiinmente dadas por v.(0) = veo, € ir,(0) = iro. Esta tltima puede
dejarse expresada en funcién de v. como dv.(0)/dt = i5(0)/C.
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En este caso, la solucién homogénea para condiciones iniciales distintas de cero NO con-
verge a cero a medida que t — oo. Dado que no hay una componente disipativa de energia,
la energia inicial dada por las condiciones iniciales se conserva en el sistema para siempre.

» R=1[Q], C =1[F], L = 1[H]: La solucién homogénea es

ven(t) = Cre™? sin <\g§t) + Che™ 2 cos <\é§t> ,

con lo cual se obtienen exponenciales complejas, que decaen a cero a medida que t — oc.
» R=2[Q], C =1[F], L =1[H]: La solucién homogénea es
ven(t) = Cre™t 4 Cote™ .

El autovalor asociado es Ay = Ao = —1, lo cual implica que se tiene un modo natural con
multiplicidad 2. Las soluciones nuevamente son estables, pues lim;_,o te™t = 0.

Ahora, obtengamos la respuesta a escalén del sistema dado por (2.1) para R = 3[Q?], C = 1/2[F],
L = 1[H], sujeto a las condiciones iniciales v.(0) = —1, dv.(0)/dt = 1. Para esto, determinaremos
las componentes de la respuesta a escalén por separado. Partimos con componentes particular
y homogénea.

= Uep(t): Analicemos una solucién constante de la forma vy (t) = P. Debe cumplirse

Vep(t) =P =1.

» v (t): Haciendo u = 0, resolvemos la ecuacién homogénea, obteniéndose
Ve (t) = Cre™t + Coe™ 2.
Por lo tanto, se tiene como solucion
Ve(t) = vep(t) + ven(t) = 1+ Cre ™" + Coe™
Imponiendo las condiciones iniciales, se obtiene finalmente que
Ve(t) = Vep(t) +ven(t) = 1 —3e ™ + e 2.
Ahora obtengamos la respuesta a condiciones iniciales v, (t) y la respuesta a estimulo v, (t).
» V., (t): La respuesta a entrada cero y condiciones iniciales v.(0) = —1, dv.(0)/dt =1 es
Vez(t) = —e7 .
» v (t): Haciendo u = 1, resolvemos la ecuacién para condiciones iniciales iguales a cero.
Resolvemos la ecuacién homogénea y la particular para este caso, obteniéndose como

solucién
Veu(t) =1 — 27 472,

Entonces, la solucién general se expresa como

Ve(t) = Vex(t) + Ve (t) =1 — 37t + 72,
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En resumen, se han obtenido los siguientes resultados:

Ven (t) Vep(t) | Vex(t) Veu (t)
Modos naturales || —3e~? 4+ e 2 —et | —2et 42
Modos forzados 1 1

2.2. Estabilidad y Velocidad

Intuitivamente, un sistema lineal es estable si para toda entrada acotada, se tiene salida
acotada (estabilidad BIBO). Matematicamente, esto significa que todos los modos naturales del
sistema caen asintéticamente a cero. Esto se consigue en el caso de sistemas de tiempo continuo
si y solo si la parte real de cada frecuencia natural es estrictamente menor a cero.

Por otra parte, la velocidad de un sistema guarda relacién con el tiempo relativo en que de-
caen los modos naturales. El modo dominante de un sistema es aquel que decae mas lentamente,
v la tasa de decaimiento depende de la parte real de la frecuencia natural. Los sistemas son més
rapidos cuanto mas alejados del eje imaginario estan sus frecuencias naturales dominantes.

Ejercicio 2.2.1 (s%, Problema 3.5 de [1]) La ecuacién caracteristica de un sistema de tiem-
po continuo estd dada por
A +al+4=0. (2.2)

Determine el rango de valores de o que hacen estable al sistema (2.2), y dentro de ese rango

determine el valor de o de modo que el sistema sea lo mds rapido posible.

Desarrollo. En primer lugar, determinamos los polos o valores propios del sistema:

—a++Va?2—-16 N —a—+va?-16
) 2 = .
2 2

Al =
Se debe tener Re{A1} < 0y Re{A2} < 0. Sumando ambas ecuaciones, se deduce que debe tenerse
a > 0.

» Para 0 < a <4, se tiene o — 16 < 0 y por ende Re{\1} = Re{\;} = 5* < 0.

» Para a > 4, se tiene Re{A2} < 0y sélo se necesita ver si A\; < 0, lo cual se puede comprobar
con algebra elemental.

Por ende, para estabilidad es necesario y suficiente que « > 0.

Nota: Como caso general, puede demostrarse que si la ecuacién caracteristica de un sistema
de tiempo continuo estd dada por A2+aA+3 = 0, el sistema serd estable siy sélosia > 0y 8 > 0.

Ahora, para determinar el valor de o donde se consigue mayor velocidad, se debe calcular

méxmin{|Re{A:(a)}], [Re{A2(a)}[}.
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Sabiendo que

a si 0 <a <4,
min{[Re(i (@)}, Re(ha(@)}l} = 3 & _ /az =g

ia >4,
5 S1 v

se deduce que para a = 4 se tiene velocidad maxima, es decir, para o = 4 los autovalores se
encuentran ambos lo mas alejado posible del eje imaginario.

Esto se puede ver con una perspectiva geométrica en la Figura 2.2. En azul se encuentran los
posibles valores reales del par de polos (A1, A2). La interseccién de cada recta con la hipérbola
A1 = 4 entrega los valores de A1 y Ao que satisfacen la ecuacién caracteristica con a = 4, 5,6
respectivamente. Note que con o = 4 se consigue que el minimo autovalor (en médulo) sea
el mayor posible. Interesantemente, también se puede ver que si —4 < «a < 4, las rectas no
intersectan a la hipérbola, lo cual confirma que los autovalores para este rango de a serdan
nimeros complejos.

Ay =4
M+ =—4
4tk A+ X=-5
AM+X=—6
4 6

Figura 2.2: Diagrama que entrega la ubicacion de las raices de la ecuacién caracteristica para
los valores a = 4, 5, 6.

Nota: En la practica, es probable que con otra configuracién de polos (complejos conjugados),
se pueda obtener una respuesta a escalén o a impulso mas réapida, en cuanto a que ésta se acerca
comparativamente en menor tiempo a valores cercanos al valor final, pero a costa de incluir
factores oscilatorios y/o overshoot/undershoot. O

Ejercicio 2.2.2 (%) Se calculan los polos de dos sistemas y se dibujan en el plano complejo,
como se muestra en la Figura 2.35.
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Sistema 1 Sistema 2
2 . 2 . .
X
1 1+t X
=} =}
3 3
= =
g o X x 2 ot
S S
=R =R
w w
1 1t X
X
2 . . ; 2 . . . ;
-3 -2 -1 0 1 -4 -3 -2 -1 0 1
Eje real Eje real

Figura 2.3: Configuracion de frecuencias naturales de dos sistemas.

Determine los modos naturales de cada sistema, y las frecuencias dominantes en cada caso.
¢ Cudl de los dos sistemas es mds rdpido?

Desarrollo.

» Para Sistema 1: Los polos del sistema se encuentran aproximadamente en (A1, A2, A3, \g) =
(—=2,-2/5,-2/5+3j/2,—2/5 — 35/2). Por lo tanto, los modos naturales asociados son

Observando la figura, notamos que los polos més cercanos al eje imaginario son —2/54+35/2
y —2/5. Por ende, las frecuencias dominantes corresponden a A = —2/5+3j/2y A = —2/5.

» Para Sistema 2: Los polos del sistema se encuentran en (A1, A2, A3) = (=7/2,—5/2+ j,—5/2 — j).
Por lo tanto, los modos naturales asociados son
_5¢ . _5¢
uy, =€ 2, wuy, =e 2'sin(t), wuy, =e 2°cos(t).
Observando la figura, observamos que los polos més cercanos al eje imaginario son —5/2+3.
Por lo tanto, las frecuencias dominantes corresponden a A = —5/2 + j.

Finalmente, al comparar ambos polos dominantes se concluye que el sistema 2 es mas rapido,
pues su modo natural mas lento converge mas rapido que el modo mas lento del sistema 1. [

2.3. Respuesta a escalén unitario

La respuesta a escalon de un sistema lineal entrega informacion para caracterizar el compor-
tamiento de éste frente a una entrada arbitraria. Veremos en los proximos ejercicios que se puede
obtener la EDS a partir de la respuesta a escaldon, y estudiaremos cémo se obtiene la respuesta
a escalon a partir de la EDS.



26 CAPITULO 2. ANALISIS TEMPORAL

Ejercicio 2.3.1 (&) La EDS de un sistema LTI estd dada por

Cy(t) | ()

s 2+ 2y(t) = ult).

Determine la respuesta a escalon unitario, si las condiciones iniciales del sistema son cero.

Desarrollo. El modo forzante es simplemente una constante. Reemplazando en la EDS, obte-
nemos

yp(t) = - (2.3)

Por otra parte, los modos naturales estan dados por la ecuacién caracteristica del sistema
N 430 4+2=0,

con la cual se concluye que A1 = 1, Ao = 2. Esto indica que la respuesta a escalén del sistema es
de la forma
2t

1
y(t) =5 + cre” + cge”

Las constantes se pueden determinar a partir de las condiciones iniciales:

1
y(0)=0 = 01—1—02:—5,
(

dziltO):O = c1 +2c=0.

Estas dos ecuaciones llevan a ¢; = —1,ca = 1/2, con lo cual se concluye que?
1 1
y(t) = < —et 4 e_2t> wu(t). O

Ejercicio 2.3.2 (%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un escalon
unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por

gt)y=1—et—tet Vt>0. (2.4)
Determine la EDS, y calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.

Desarrollo. Dado que se tienen condiciones iniciales iguales a cero, la respuesta del sistema
estard dada por el modo forzado asociado a uw = u(t), y los modos naturales que se encargan de
forzar condiciones iniciales cero.

La componente de ¢(t) asociada al modo constante es 1. Por ende, en la EDS debe cumplirse
ag = bg. Luego, observando los modos naturales asociados a la respuesta a estimulo, y suponiendo
que no existen cancelaciones polo-cero, se tiene un polo en -1 con multiplicidad 2. Por ende, la
ecuacion caracteristica es de la forma

A+1)? =X +2)1+1=0.

2Se asume que y(t) = 0 para t < 0. En rigor, las condiciones iniciales se imponen sobre y(0_) e dy(0-)/dt, las
cuales para este problema son iguales a y(04) e dy(04)/dt, respectivamente.
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Con esta informacién, y sabiendo que ag = by, se concluye que la EDS de segundo grado es

y(t)  ,dy(t)
dt? 2 dt

+ y(t) = u(t).

Puede comprobarse que la respuesta a estimulo satisface g(0) = ¢’(0) = 0. Ademds, si se
resuelve la EDS obtenida con u(t) = p(t) y condiciones iniciales iguales a cero se obtiene (2.4),
concluyéndose que el resultado es correcto.

Finalmente, dado que el sistema es LTI, la respuesta a impulso unitario se determina deri-
vando la respuesta a escalon:

Nota: Con las técnicas de transformada de Laplace posteriormente estudiadas en este curso se
puede resolver este ejercicio de forma mas sencilla y directa. O

Ejercicio 2.3.3 (ses%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un es-
calén unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por

1 1
g(t) = 3 + e —et vt >0. (2.5)
Determine la EDS, y calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.
Desarrollo. Este problema se resolvera de 2 formas distintas.

= Primer método: La forma estandar de resolver este ejercicio es acudiendo a los conceptos
de modos naturales, linealidad e invarianza en el tiempo. Notando que 1/2 corresponde a
la respuesta forzada, los modos naturales deben ser e~ y e~# . Los polos asociados a estos
modos satisfacen la ecuacién caracteristica

A+1D)A+4) =X +5X+4=0.

Con esta informacién, se tiene la EDS con condiciones iniciales cero

d?go(t) n 5d90(t)

" 2+ ago(t) = u(t). (2.6)

Conviene escribir la respuesta a escalon este sistema con condiciones iniciales cero co-
mo go(t) = T(0, u(t)). Podemos determinar go(t) de forma explicita, de forma similar al
Ejercicio 2.3.1:

1 eft €f4t

== —+—.

o) =33 "1

En primer lugar interesa saber si existe un by tal que g(t) = T(0, bou(t)). Es facil notar que
esto no es posible, pues se llega a una contradiccién en las ecuaciones formadas. Entonces,

se propone g(t) = T(0, bou(t) + bld’é—y)>. Por linealidad e invarianza en el tiempo, se puede
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expresar esta relacién como

g(t) = <0 bop(t)

d

dgo
= b
0g0(t) + b1 dt

b b —t b —4t b —t b —4t
_ 70 _ € + e + 1€ _ 1€
4 3 12 3 3

Comparando con (2.5), se deduce que by = 2, by = —1. Por lo tanto, la EDS corresponde

a
Py(t) | dy(t) du(?)
dt? dt dt

En cuanto a la respuesta a impulso, ésta se determina de igual forma que el ejercicio
anterior, obteniéndose
_ dg(t)

dt

Nota: Este método es el méas facil de entender. Sin embargo, requiere algunos célculos
(como determinar la respuesta a escalén del sistema (2.6)) que el método 2 no necesita.
Estudiaremos el segundo método a continuacién.

+ 4y(t) = 2u(t) —

h(t) =2 M et

Segundo método: La respuesta del sistema estard dada por el modo forzado asociado a
u = u(t), y los modos naturales. Dado que la componente de g(t) asociada directamente
al modo constante es 1/2, en la EDS debe cumplirse que ag = 2by. Luego, observando
los modos naturales asociados a la respuesta a estimulo, y suponiendo que no existen
cancelaciones tipo polo-cero, se tiene A\; = —4, Ay = —1. Estos polos satisfacen la ecuacion
caracteristica

A+1)A+4) =X +5 +4=0.

Con esta informacion, y sabiendo que ag = 2bg, se propone la EDS

d?g1(t) dgi(t)
dt? +95 dt

+4g1(t) = 2u(t).

Pero, si se desea encontrar la respuesta a escalén de este sistema, se obtiene que g;(t) =
1/2+e*/6 —2e7!/3, la cual no coincide con (2.5). Ademds, de (2.5) puede comprobarse
que ¢g(0) = 0, pero ¢'(0) = —1 # 0. ;Qué sucede?

El error estd en la EDS. Dado que los modos naturales son correctos, el error inicamente
puede ser en la parte de la EDS asociada al estimulo. Por esto, se propondra estudiar la

e 29(t) (t)
d7g(t dg
dt? 5 dt

du(t)
dt

+4g(t) = 2u(t) + by (2.7)

donde b; € R.
El “truco” estd en las condiciones iniciales: éstas se definen para justo antes del comienzo,
es decir, en t = 0_. Por otra parte, la respuesta obtenida es solamente valida desde
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cero en adelante. Al calcular g(0) y ¢/(0) en realidad se estd determinando los valores
inmediatamente posteriores al cero, es decir, en t = 0. Por ende, sabiendo que existe una
discontinuidad de la derivada de g(¢) en t = 0, se procede a integrar la expresion (2.7),
con u(t) = u(t), a ambos lados desde 7 = 0_ hasta 7 = ¢:

() ' dy(r) t t ' du(r)
4 =2
/0_ 12 d7'+5/0_ o dr + /O_g(’i')d’l' /O_M(T)dT—i-bl/O_ o dr

dg(t) dg(0-)
dt dt

+59(8) = 59(0-) +4 [ g(r)dr = 20(0) + bup(®) ~ ban(0-)

d.zi(tt) + 5g(t) + 4/ g(T)dT = QT(t) + blﬂ(t)'

Evaluando en ¢t = 04:

dg(0,)
dt

0+
+5904)+4 [ glr)dr =2r(04) + bun(0,) (2.8)

Dado que ¢(t) no presenta delta de Dirac en cero, la integral de g(7) en (2.8) vale cero.
Finalmente, reemplazando los valores de g(04) y ¢’(04) por 0 y —1 respectivamente, se
obtiene by = —1. Asi, la EDS obtenida es

(1), dg()
dt? o dt

la cual cumple con todo lo pedido. Para comprobar, el lector puede determinar la respuesta
a escalén del sistema con EDS (2.9) con condiciones iniciales cero.

du(t)
dt -’

+4g(t) = 2u(t) —

Nota: Para mas detalles relacionados con el manejo de las condiciones iniciales y la Trans-
formada de Laplace (contenido posterior), se recomienda estudiar [2]. O

Ejercicio 2.3.4 (s%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un escalon
unitario (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por

gty =—1+2t+e " Vt>0. (2.9)
Determine la EDS.

Desarrollo. Al igual que los ejercicios anteriores, se deben obtener los modos naturales del
sistema. Notemos que hay una componente rampa en la respuesta a escalén. Esta debe producirse
por un modo natural resonante A = 0. Dado que el sistema tiene un valor propio asociado
exactamente a la frecuencia del escalén, al tener como entrada un escalén se produce el fenémeno
de resonancia en la salida.

Los autovalores son A\; =0y Ao = —1. Estos satisfacen la ecuacién caracteristica
AA+1)=0
M=o

Asi, una opcién para la EDS es
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Resolviendo esta ecuacién diferencial para u(t) = p(t):

go(t) = c1 +t+cae ™.

Imponiendo las condiciones iniciales ¢go(0) = dgo(0)/dt = 0, se obtiene
go(t) = —-1+t+e "

. Entonces, se debe ver si es posible

Ahora, observamos que no existe « € R tal que ago(t) t)
Es decir,

encontrar valores de o'y 8 tal que ago(t) + Bdggit(t) =g(t

9(
).

—atat+aet+p—pPet=—1+4+2t+e ", (2.10)
de donde se obtiene que o = 2, § = 1 satisfacen (2.10). Por lo tanto, la EDS es

d? d du
R m

Ejercicio 2.3.5 (s, Problema 3.9. de [1]) La ecuacion diferencial de un sistema estd da-
da por:
dy(t) | dy(t) du(t)
az ! dt dt
Calcule la ganancia del sistema para los siguientes modos: ui(t) = e 2t ug(t) = 1 y ug(t) =
cos(3t).

+ 12y(t) = — + 2u(t).

Desarrollo.

» Para wui(t): Suponiendo que la respuesta forzada frente a esta excitacién es de la forma
Yu, (t) = Ae=?t) reemplazando se tendra

4Ae™ % — 14Ae % + 1242 = 2¢7 2t 4 22
= 4A—14A+12A=2+2
= A=2,

por lo tanto la ganancia para este modo es A = 2.

» Para wg(t): Suponiendo que la respuesta forzada frente a esta excitacién es de la forma
Yu, (t) = B, reemplazando se tendrd

12B =2
1

— Bzfj
6

por lo tanto la ganancia para este modo es B = 1/6.

» Para us(t): Sabiendo que cos(3t) = (€3 + ¢=3)/2, por linealidad podemos escribir la
respuesta frente a esta excitacién como y,, = Ce®* + De~3/t. Entonces, reemplazando en
la EDS

3t

—3je 3je 37t

2 2

—9Ce™'—9De™ '+ 7(3Cje*' —3Dje” ") +12(Ce'+De” ") = +eMlpem
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Para que se cumpla esta igualdad para todo ¢ > 0, se debe cumplir

35t - 3t st —3jeMt 4
—9Ce¥" +21Cje>" + 12Ce™ :T—I—e]
L =35
—3j
2l+1
— C=-2_"_.
3+215
Ademss, juntando los términos con e~3/¢, también debe cumplirse
) ) ) 3ie—3Jt )
—9De=3t — 21Dje3t 1 12De~ 3t = % 4 e 3t
3
— D(3—21j):?‘7+1
3j
¥+
— D=2 )
3215

Noétese que D = C, donde ¥ es el complejo conjugado de *. Finalmente, es posible expresar
la respuesta como

2037t 4 2037
2
3jt+2£C —3jt—£C
_ |20| e —i—2€

= |2C| cos(3t + £C)

= /23 cos (3t + arct k tan 2
= 450 COS arctan 5 arctan 3 .

Nota: La interpretacién del resultado es importante. La sefial cosenoidal de entrada queda afec-
tada en magnitud y en fase. El niimero complejo C, determinado con la entrada e, determina
ambos pardmetros. Extendiendo este argumento, resulta natural analizar la respuesta frente a
u(t) = e/*t donde w € R. En ese caso, la ganancia compleja dependers de la frecuencia w, y
contiene toda la informacién de la respuesta del sistema frente a sinusoidales. Esta funcién com-
pleja C(w) se conoce como Respuesta en Frecuencia (posteriormente denotada como H (jw)), y
sera estudiada en el capitulo 3 de este apunte. O

Yuz =

2.4. Calculo de la respuesta de la EDS via Convolucién

A continuacién veremos una rapida e informal deduccién de la operacién que permite obtener
la salida de un sistema lineal frente a una entrada arbitraria. Primero, notamos que se puede
aproximar una funcién causal f(t) por?

oy~ Y gy (MRS AR
=0

3Note que esto corresponde a una aproximacién ‘escalonada’ de la funcién f(t). jDibuje para convencerse!
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donde A es un numero positivo pequeno. Sabiendo que [“(tfm)fi(t*mfA)] 5(t—71), se

A0
0= [ 5wty

Si el sistema es LT1, la entrada f(iA)d(t—iA)A producird la salida f(iA)h(t—iA)A, donde h(t)
es la respuesta a impulso del sistema. Entonces, al hacer A — 0, la respuesta y(t) del sistema
LTI para f(t) causal es

puede demostrar que

/ f(T)h(t —7)dT = f(t) * h(t). (2.11)

En resumen, con la respuesta a impulso h(t) del sistema, es posible encontrar por convolucién la
salida del sistema LTI con condiciones iniciales cero, frente a una senal de entrada f(t) arbitraria.

Ejercicio 2.4.1 (&) Sean f(t) y g(t) dos funciones causales reales, y h(t) = f(t) * g(t). De-
muestre las siguientes propiedades:

w Simetria: f(t) * g(t) = g(t) * f(t).
» Invariancia: f(t —to) *x g(t) = h(t — tg), donde tg > 0.

» Linealidad: Sean fi(t), f2(t) son funciones causales reales, y a,b nimeros reales. St hy(t) =

f1(t) = g(t) y ha(t) = fa(t) * g(t) entonces (afi(t) + bf2(t)) * g(t) = ahy(t) + bha(t).

Desarrollo. Todas las demostraciones se basan en la definicién en (2.11).

/ f(r)g(t —7)d

= Simetria:

= Invariancia:
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» Linealidad:

<afmw-+aﬁ<w>*g@>—¥A“Yaf47>+bﬁ47»ga~—7ﬁh

—a/ hir t_7m7+y/mhvmu—fmf
0
—ahl )+bh2() U

Ejercicio 2.4.2 (%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un impulso
unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e~ 2 u(t). Usando convolucion calcule la respuesta
del sistema a una entrada u(t) = e 3t u(t) y condiciones iniciales cero.

Desarrollo. Desarrollando la convolucién definida en (2.11), se tiene
y(t) = h(t) * u(t)
o0
:/ h(T)u(t — T)dr
0

:/ e 23Ty (t — 7)dr
0

t
—e3t/ e’dr

0
= (e — e ult).

Nota: El resultado anterior también se puede deducir con herramientas de la transformada de
Laplace, contenido estudiado en el Capitulo 4. U

(e

Ejercicio 2.4.3 (ss%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un im-
pulso unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e 'u(t). Usando convolucién calcule la
respuesta y(t) del sistema a una entrada tipo onda cuadrada

u(t) = (2.12)

1 si2k<t<2k+1,keNy,
0 en otro caso

y condiciones iniciales cero. Posteriormente, determine y(2) e y(3), y determine el limite de la

secuencia Y(0),y(2),y(4), .... sEs el mismo limite que para la secuencia de instantes impares de
tiempo?

Desarrollo. Primero, se escribe u(t) de forma conveniente como

o0

u(t) =) [u(t — 2k) — p(t — 2k — 1)]. (2.13)

k=0

Ahora, desarrollamos un célculo auxiliar:

h(t) * p(t) = /000 h(T)u(t — T)dr

t
= / e Tdr
0

— (1 - ().
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Entonces, gracias a las propiedades de simetria, invariancia y linealidad demostradas en el ejer-
cicio 2.4.1, desarrollamos la convolucién

y(t) = h(t) = u(t)
= N [R(t) * pu(t — 2k) — h(t) * p(t — 2k — 1)]
k=0
- i[@ — e 2Ryt — 2k) — (1 — e 2Dyt — 2k — 1)) (2.14)
k=0

Los siguientes valores se pueden calcular a partir de (2.14):
y2)=(1-e?)—(l-el)=e'—e? (2.15)
YA =(l-ec®)—(l-e4l-ch=l-ete—c?
y@=(1-e)-(1-e)+(l-e?)-(l-eh=ec'—e? e’ e

Ahora generalicemos. Para [ € N fijo, se tiene que

y(21) = i[a — e 2R (20 — 2k) — (1 — e~ @=2R=1)y (21 — 2k — 1)]

k=0
-1
— [(1 . e—2(l—l<:)) - (1 - e—(?l—?k—l))]
k=0
-1
—e 21(6 1) ZGQIC
k=0
1—e 2
- 2.16
e+1 ( )
Note que este es el resultado esperado, pues con algo de dlgebra se puede ver que
1 — 2 (—e)~! — (—e)~ 21 2k .
== = - —e) 2.17
e+1 [ 1—(—e)! ] Z( e) ", (2.17)

t=1

lo cual coincide con los célculos hechos para y(2) e y(4). De forma similar, para el caso impar
se puede deducir que

g2 +1) =Y [(1—e B2 20 — 2k + 1) — (1 — e 2P (21 - 2k))]
k=0
—21
=e! L-c +1—e!
e+1
e — e—2-1
_c-e 2.1
e+ 1 (2.18)
2k+1
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lo cual nuevamente corresponde al resultado esperado. Finalmente, al tender las [ a infinito en
las expresiones (2.16) y (2.18), las secuencias pares e impares convergen a los siguientes valores:

e

. OJ
e+1

1
,  limy(20+1) =
1 l—o00

11 20) =
fm y(2h) =

2.5. Ecuacién Recursiva del Sistema (ERS)

La ERS es un modelo dindmico que describe una restricciéon fundamental sobre ciertas com-
binaciones de la entrada, salida, y algunas versiones retrasadas de ambas senales.

Las definiciones y propiedades de linealidad son equivalentes, mientras que para estabilidad,
se adecua la definicién de la siguiente forma:

Estabilidad: Para toda entrada acotada, se tiene salida acotada (estabilidad BIBO). Todos los
modos naturales caen asintoticamente a cero. Esto se consigue si y sélo si el médulo o magnitud
de cada frecuencia natural (es decir, autovalor o polo) es estrictamente menor que uno.

Ejercicio 2.5.1 (s%) Determine la respuesta del siguiente sistema frente a entrada escalon
unitario y condiciones iniciales cero:

glk] + 29[k — 1] + 5g[k — 2] = 5ulk] + 3ulk — 1]. (2.19)

Desarrollo. Para resolver, se aplica esencialmente la misma técnica estudiada para el caso
continuo. En primer lugar, se calcula la respuesta de

golk] + 2g0[k — 1] + Bgo[k — 2] = p[k]

con condiciones iniciales cero. Se sabe que gg[k] = T(0, p[k]) tiene la forma
golk] = (K + C1X; + Co08) plh],

donde K =1/(14245)=1/8 A\ = =14 2j; Ao = —1 — 2j.
Para determinar C; y Ca, forzamos go[—1] = go[—2] = 0:

1
go[—-1] = gt Ci(=1+25) P +Cy(-1-25)"t =0

1 N— N —
g0[=2] = 5+ C1(=1+2)) 72 + Oo(=1-2j)* =0,

de donde se obtiene (C1,C2) = ((7+ j)/16, (7 — 7)/16).
Ahora, se procede a obtener go[k—1], el cual se obtiene utilizando la propiedad de invariancia
en el tiempo:

1
golk — 1] = <8 + O+ CgA;H) pulk — 1].

Finalmente se expresa la respuesta total, obtenida por linealidad como:
glk] = T, 5] + 3plk — 1)
= 5g0[k] + 3go[k — 1].
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Nota: Puede demostrarse que g[k] es un numero real para todo valor de k. Para ver esto, sea
z=1—7/4=|z|e?*&% Notando que Ay = )1, se tiene

1 _
golk] = g + 2\ + vl

(arg(A1)k+arg z) +e—j(arg(A1)k+argz)

1 el
= =+ 20z||\ |
<+ 20zllx| ;

1
=3 + 2|2||A1|F cos(arg(A; )k + arg 2).

Es decir, go[k] corresponde a una sinusoidal amortiguada, tal como se esperaba por la naturaleza
de los polos obtenidos. O

2.6. Calculo de la respuesta de la ERS via Convoluciéon

De forma andloga al caso de tiempo continuo, la salida frente a una excitacién causal arbi-
traria también se puede calcular usando la convolucién, esta vez con la respuesta a un impulso

de Kronecker:
k

ylk] = ulk] = h[k] £ "u[t)h[k — 1], Vk € Ny, (2.20)
t=0

donde hlk] es la respuesta a impulso de Kronecker del sistema LTI.

Ejercicio 2.6.1 (s%) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un delta
de Kronecker es h[k] = (0,7)*u[k]. Usando convolucion calcule la respuesta del sistema a una
entrada ulk] = (0,3)* u[k].

Desarrollo. Ocupando la definicién de convolucién (2.20):

k+1
@

- [Jorr = 202 un

Nota: El resultado anterior también se puede deducir con herramientas de la transformada Zeta,
contenido estudiado en el Capitulo 4 de este apunte. ]



Capitulo 3

Fourier: Analisis bajo excitaciones
periddicas

La idea fundamental en este capitulo es representar una funcién periédica como combinacion
lineal de sinusoides de ciertas frecuencias. A partir de esto se formulan las series de Fourier, con-
cepto clave en muchas aplicaciones en electronica, mecdnica y fisica. Luego de explorar este tema,
se estudia la transformada de Fourier de tiempo continuo y discreto, la cual permite describir
sistemas lineales y sus respuestas, analizar senales, sintetizar filtros, entre muchas otras aplica-
ciones. Finalmente, se entrega una aplicacién en procesamiento de senales y telecomunicaciones,
y se introduce el concepto de diagrama de Bode.

3.1. Respuesta en Frecuencia

Siguiendo los pasos del ejercicio 2.3.5, si se sabe que H(jw) = |H (jw)|e“H0) € C es la
ganancia al modo forzante e/“*, entonces por linealidad la respuesta de un sistema lineal frente
a una entrada sinusoidal es'

T (x0, A cos(wt + ¢)) = |H(jw)|A cos(wt + ¢ + ZH(jw)) + {modos naturales}.
Si consideramos un sistema estable, se tiene como respuesta estacionaria
T (xg, A cos(wt + ¢)) = |H (jw)|A cos(wt + ¢ + LH (jw)). (3.1)

La funcién de variable compleja H (jw) se conoce como Respuesta en Frecuencia.

e 1l

Ejercicio 3.1.1 (sw) Sea la siguiente EDS

d*y(t) | _dy(t)
a2 O

+ 6y(t) = 6u(t).
Encuentre la respuesta particular y,(t) cuando u(t) = Asin(wt + ¢).
Desarrollo. La entrada u(t) se puede escribir como

o= Aej‘i’ejwt B Ae_Me

2 2j

1iSe invita al lector a hacer los célculos!

37
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Dado que el sistema es lineal, basta conocer la respuesta al sistema frente a los modos forzantes
el@t y e7Iw Sj se expresa la respuesta particular como yp(t) = K 1679t 1 Koe™I9t se obtiene que
las ganancias corresponden a
6 6

N2 3 ) K2 - . 2 B .
(Jw)? +5(jw) + 6 (—jw)? +5(—jw) +6
No es coincidencia que K3 = K. Luego, expresando K; en su forma polar como K; = |K1|e/ LK1
se tiene la respuesta particular

K, =

Ae.7¢ . 7Ae_j¢ .
=K Jwt —jwt
yp( ) 1727. e 1 2 e
e (wt+d+ZLK1) _ —j(wi+¢+LK1)
= A|K;| 5
J

= A|K;|sin(wt + ¢ + LK)

—A 0 in |wt tan (2 tan (=

= mmsm wt + ¢ — arc an<§) —arc an(g)} .

Nota: Tal como lo indica la parte conceptual de este apunte, lo fundamental para el calculo
de la respuesta particular de una entrada sinusoidal es la respuesta al sistema frente a una
excitacién exponencial compleja e/“t. La estructura de la ganancia asociada a este modo forzante
corresponde directamente con los coeficientes de la EDS. Por lo tanto, es natural pensar que
considerando respuestas a diferentes excitaciones sinusoidales, sea posible reconstruir la EDS a
partir de la estimacién de la funcién Kj(jw). El drea que se dedica a estudiar el problema de
estimar la respuesta en frecuencia, entre otros problemas, se denomina Identificacion de Sistemas
[3]. O

Ejercicio 3.1.2 (%) Sea el circuito RC de la Figura 3.1.

vy (t) C_D C T v.(t)

Figura 3.1: Circuito RC en serie.

Si vy(t) = cos(wt), calcule la respuesta ve(t) en estado estacionario por fasores, y luego
ocupando el concepto de respuesta en frecuencia.

Desarrollo.

= Desarrollo por fasores: Consideremos la representacién del circuito por fasores a la fre-
cuencia w. Asi, la impedancia del condensador es 1/(jwC') y el voltaje de la fuente es la
unidad. Entonces,

1
V. — jwC _ 1 '
1 1+ jwRC
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Volviendo al dominio del tiempo, se tiene

ve(t) =4/ m cos [wt — arctan(wRC)]. (3.2)

= Desarrollo por respuesta en frecuencia: La ecuacion diferencial del sistema es

RC d”(‘lft(t) +v(t) = vy (t).

Asi, la respuesta en frecuencia del sistema es

1
Hijw) = —— .
(jw) 1+ jwRC

Por lo tanto, la salida v.(t) en estado estacionario producto de la entrada v¢(t) = cos(wt)
estd dada por

ve(t) = |H (jw)| cos(wt + £LH (jw))

=4/ 1—|—w;R2C’2 cos [wt — arctan(wRC)] . (3.3)

Por supuesto, ambos resultados en (3.2) y (3.3) son vélidos y equivalentes. Con este ejercicio
se concluye que la transformada fasorial puede verse como un caso particular del andlisis con
respuesta en frecuencia, la cual obviamente sirve no solamente para circuitos eléctricos, sino que
para cualquier sistema lineal e invariante en el tiempo. Se rescata la generalidad del resultado, y
la relacién antes no evidente entre estas dos herramientas. En resumen, fasores es una manera
particular de trabajar el concepto de respuesta en frecuencia en redes eléctricas. O

Ejercicio 3.1.3 (#%) Sea la respuesta en frecuencia de un sistema de la forma

b
jw+a’

G(jw) =

donde a > 0 y b > 0 son pardmetros desconocidos. Este sistema ha sido excitado con una senal
de entrada u(t) = 2sin(0,5t), y se ha medido la salida y(t) con un sensor ruidoso, como lo visto
en la Figura 3.2.
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Amplitud

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tiempo [s]

Figura 3.2: Seniales de entrada y salida ruidosa de un sistema LTT.

Con la informacion del grdfico, estime los valores de a y b.

Desarrollo. Sin considerar efectos de ruido, la respuesta del sistema en estado estacionario en
funcién de los valores a y b estd dada por
2b

y(t) = —=-+in {0 5t — arctan <O’5)]
V0,52 + a2 ’ a /]

Observando la figura 3.2, vemos que el valor maximo de la senial de salida es aproximadamente

3, lo cual implica que?
2b
2,8. (3.4)

/0,52 + a2 ~

Ahora necesitamos estimar la fase. Para esto, notamos que y(22) ~ —2. Entonces,

2 . 1 . 1
3~ sin [11 — arctan <2a>} = —sin {11 — 37w — arctan <2a>]

Y

1 2
- % ~ tan [11 — 37 — arcsin (2,8)}

— a~0,49.

Con esta estimacién de a, usamos (3.4) para obtener b ~ 0,98.
Nota: En este ejercicio hemos identificado un sistema a partir de datos de entrada y salida. Lo
estudiado acd es una forma sencilla de hacer identificacién. Con esta misma informacién, hay
métodos basados unicamente en el dominio de la frecuencia, como también métodos basados en
algoritmos de optimizacién, que permiten obtener mejores resultados. De todas formas, nuestra

estimacién es bastante buena (Los valores reales son a = 0,5y b =1). O

2La deduccién hecha supone que la sefial en el gréfico ya se encuentra en estado estacionario. Esto no es cierto,
pero la aproximacién hecha es suficientemente buena para tener una estimacién razonable.
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3.2. Series de Fourier para senales de tiempo continuo

Sea f(t) una funcién real, definida (al menos) en el intervalo [—7/2,7/2], continua por
tramos. Entonces f(t) se puede representar como una serie de Fourier trigonométrica

o0 ' 9
F(t) = Ao + ;[An cos(nwot) + By, sin(nwot)], wo = % (3.5)
donde?
T
Ao=~ [ fyar
=10
2 [z
A, = ) f(t) cos(nwot)dt (3.6)
2 %
B, = 7/ z f(t) sin(nwot)dt. (3.7)
2

De forma equivalente, f(t) puede escribirse como una serie de Fourier exponencial

o0
; 2
ft) = Z Cnejnwot’ wo = %’ (3.8)
n=—oo
donde .
1 2 .
_ - —jnwot
Cn =7 /_ L (D dt. (3.9)
2
De estas expresiones, puede verse que para todo n > 0, se tiene
A, —jB A i B

Los coeficientes C), juegan un rol importante en la descripciéon de una senal en el dominio de
la frecuencia. La magnitud de C),, guarda relacién con qué tanta energia tiene la senal en la
frecuencia nwy. Como ejemplo, la cantidad Cj corresponde al valor medio de la senal. Si Cy = 0,
la senal no tiene componente constante (o bien, esta componente es igual a cero).

Un gréfico de la magnitud de los valores /A2 + B2 se denomina espectro de lineas. Este
grafico sirve para conocer la distribucion de energia de la sefial en cada frecuencia.

Ejercicio 3.2.1 (&) Considere los coeficientes de Fourier A,,, By, Cy, descritos en (3.6), (3.7)
y (3.9) respectivamente. Demuestre que 2|Cy| = \/ A2 + B2 para n > 0.

Desarrollo. Note que

2
Cn+Cn—T/_

2] 2 ejnwot _ efjnwot 9 L '
C,+C 7 r f(t) < 5 > dt T r f(t) sin(wont)dt = j

!

Jnwot —jnwot ) T
f(®) (e +2€ > dt = T ’ f(t) cos(wont)dt = A,

Bl
Sl

»
»

3En caso que f(t) esté definida en otro intervalo [to, to +T] con to € R, el dominio de integracién es justamente
[to,to + T7]. Si la funcién f(t) es periddica de periodo T, el lector puede demostrar que no importa el valor de to
para el calculo de las integrales de Ao, A, y Bn.
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Ademas, sabemos que C_,, es el complejo conjugado de C,,. Entonces, calculamos
A2 + B2 = (Cp + C_p)* 4+ j2(Cp — C_p)* = 4C,C_,, = 4]C, | (3.10)
Sacando raiz se obtiene lo pedido. ]

Ejercicio 3.2.2 (ww) Calcule la serie de Fourier exponencial de la funcion periddica de pe-
riodo 2
fy=eM —1<t<1.

Desarrollo. Calculamos C,, como
1 [t ,
C, = / e~ Ite—inmt gy
2,
1 /1
= 2/ e Mcos(nmt) — j sin(nmt)]dt
-1

1
:/ e " cos(nmt)dt.
0

Esta integral se resuelve integrando por partes dos veces:

1 M 1 (—1)"*He ! +1
Cp=— [ e 'sin(nrt)dt = ~)tlety1-0, = C,=
n mr/o e sin(nmt) (nm)? [( JTeT n] " (nm)2 +1
Por lo tanto, f(t) se puede representar por la serie de Fourier
o0
(—D)"le 417 Lo
t) = JNTE, ]
=3 |

Ejercicio 3.2.3 (s%) Determine la serie de Fourier trigonométrica y exponencial, y el espec-
tro de lineas de la siguiente sefial periddica:

2 T T T T T T

15r 7

t

Figura 3.3: Senal periddica f(t).
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Desarrollo. El periodo de f(t) es T' = 2. Por ende, esta senal se puede expresar como

f(t) = Ag+ > [Ay cos(nt) + By sin(nt))],

n=1

con

1 [? 1427
Ay== | @=tdt=2—--~| =1
0 2/0 2=1) 22|,
2 2 —t)sin(nmt)] > 1 [
An—/ (2 — t) cos(nmt)dt = [( ) sin(nm )] —i—/ sin(nnt)dt = 0,
0 nm 0 nm Jo
2 —(2—t Ol 1 2 2
Bn:/ tsin(nnt)dt = [ ( ) cos(nm )] —/ cos(nmt)dt = —.
0 nmw o nm o nmw
Asi, se tiene?
2 = sin(nt)
t)=14 — _—. A1
fy =14 230 (311)

Para obtener la serie de Fourier exponencial, se reemplaza® sin(nzt) = (e/"™ — e="7) /(25) en
(3.11):

e ejnwt _ e—jrwrt e

ft) =1+ % i sin(emt) _ 1 Y= Y

n=1 n=1 n=-—00
donde
1 .
—— sin<O0,
nmwj
C,=11 sin=0,
1 .
— sin > 0.
nwj
. - 1 sin =0, .
Finalmente, se grafica C,, = /A2 + B2 = ] en la Figura 3.4. u
|B,| sin>0
4 . . e (—1)k ™
A partir de este resultado, se deja al lector demostrar que Y = —.
= 2k+1 4

5También puede obtenerse el resultado a través de las integrales escritas en la pagina anterior, sin embargo, si
va se ha calculado la serie trigonométrica, es més facil hacer este reemplazo.
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0.8 4

0.6 7

o TTT??‘P‘P‘P?QQQQQQQQ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n

Figura 3.4: Espectro de lineas de f().

3.3. Teorema de Parseval para series de Fourier

El teorema de Parseval relaciona la potencia promedio de una senal en el tiempo con su
equivalente en el dominio de la frecuencia:

T o0 oe]

1 [z 1

T/T ]f(t)|2dt:A3+§§ (A7 +BY)= > C}. (3.12)
2 =1 l=—

Nota: La nocién de ‘potencia promedio’ viene de redes eléctricas: si f(t) corresponde a una
sefial de voltaje, entonces |f(t)|? es la potencia instanténea disipada por una resistencia de 1[€2].
Por ende, la integral en (3.12) representa el promedio temporal de esta potencia instanténea.

Ejercicio 3.3.1 (#) Compruebe el Teorema de Parseval para
v
u(t) = 2 + cos <§t> , telo,4].

Desarrollo. Primero calculamos la energia en el dominio del tiempo:

1/04 lu(t)|?dt = i/; [4 + 4 cos (gt) + cos? (gt)] dt

:4+/4 1+2008(7rt)dt
0 8

9

5"

En el dominio de la frecuencia, los cdlculos son mas sencillos, dado que se observa de inmediato
que Ag = 2, A1 = 1, mientras que todos los demads coeficientes son iguales a cero. Ademads, dado
que cos (gt) = (e2' +e772%) /2, tenemos que Cy = 2, C_; = C; = 1/2, con lo cual concluimos
que

o, Af 2 0 , 9 1t 2
Ag+—==C+C2,+C7 ===~ [ |u(®)|dt. O
2 2 4
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Ejercicio 3.3.2 () Obtenga la serie de Fourier de la senal onda cuadrada

ft) =

2 Ssi2k<t<2k+1,keZ,
0 en otro caso.

Luego, determine cudntas armonicas de su serie de Fourier se mecesitan como minimo para
capturar el 97% de la potencia promedio de la senal.

Desarrollo: Primero, notamos que conviene escribir f(¢) como f(t) =1+ g(t), donde

1 si2k<t<2k+1,keZ,
-

—1 en otro caso.

Asi, basta obtener los coeficientes de la serie de Fourier de f(¢). Como es una senal impar, solo
necesitamos conocer Bj,:

! —2 1t 2 — (1)
B, :2/ sin(nnt)dt = cos(nrt) = == ]
0 nm 0 nm
Por ende, la serie de Fourier de f(t) es
4 X sin[(2n — 1)t
=14y ST T
1) + 7r Z 2n—1

n—

Por otra parte, la potencia promedio P de f(t) estda dada por

1
P:/ 4dt = 2.
2 Jo

Gracias al teorema de Parseval, estamos interesados en el valor n* € N més pequeno que satisfaga

n*

1 16 97 1 4872
14 = 2 > p e > —1,159. ..
3 ; [w2(2n - 1)2} = 100 > (2n—1)2 = 400

Probando valores, obtenemos que n* = 4. Es decir, con 4 armoénicas se alcanza el 97~% de
la potencia promedio de f(¢). En la Figura 3.5 se observa la aproximacién obtenida f(t) =

4 4  sin[(2n—1)7t] . ~
L+ 23 ==, junto con la sefial f(t).
Nota: En este ejercicio se ha visto que la serie de Fourier permite identificar la energia asociada
a cada frecuencia, y con esto obtener aproximaciones “éptimas” de senales periddicas a partir

de sinusoidales con frecuencia y amplitud dada por la serie de Fourier de la senal. O
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T T T T

T T
2 /\ N\ /\ /\ N\ /\ —_ ()| ]
AV v TS )
1.5 1
l -
05
or VAR V/\\/ VARSI AV
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2 -1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
t

Figura 3.5: Senal f(¢) en negro, junto a su aproximacién de 4 armoénicas en azul.

3.4. Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es una transformaciéon que descompone una senal temporal en
sus frecuencias constituyentes. A diferencia de la serie de Fourier, la transformada permite in-
corporar funciones no periédicas al andlisis frecuencial. Su deduccién proviene de las series de
Fourier, al utilizarlas para representar funciones de periodo infinito o aperiddicas. La Transfor-
mada de Fourier y su inversa se definen como

FU()} = Fjw) 2 /  Fteietar

FUFG)} =102 o [ Pl

2 J_

La transformada de Fourier satisface muchas propiedades. Las propiedades més utilizadas de
esta transformada se detallan a continuacién:

1. Linealidad: Si F{f1(t)} = Fi(jw) y F{f2(t)} = F2(jw), entonces para a, b reales,
Flafi(t) +bfa(t)} = aF1(jw) + bF2(jw).
2. Retraso/adelanto temporal: Si F{f(t)} = F(jw) y to € R, entonces
F{f(t —to)} = e 70 F(jw).
3. Derivada: Si F{f(t)} = F(jw), entonces

F{ L2 = jor o),

4. Convolucién: Si F{f(t)} = F(jw) y F{g(t)} = G(jw), entonces

FL@) +g(t)} = F(jw)G(jw).
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Ejercicio 3.4.1 (&) Determine la Transformada de Fourier de las siguientes senales:
1. fit) = e %pu(t), a >0
2. folt) = tlult +T) — p(t — T)]
3. f3(t) = cos(wot).
Desarrollo.
1. Por definicién,

e(—jw—a)t |0 1

jw+ta |, :jw—i-a'

FU®} = [ fieitan = [ et - -
—00 0
2. Nuevamente, por definicién,
F{f2(t)} —/ te Wt dt = —2j/ tsin(wt)dt = E[wTCOS(wT) — sin(wT)].
0

3. La transformada de f3(¢) es conocida. Aqui derivaremos paso a paso la solucién. Primero,
notemos que

(F{em} + Fe ).

l\D\»—l

F{f(t)} =
Ahora,
F{edoty = / J@o=wlt gy — 976 (w — wp),

donde la tltima igualdad es gracias a que®

FHomd(w —wo)} = / §(w — wo)e?tdw = et

De igual forma, se obtiene F{e 7“0} = 276(w + wp). Por ende,

F{f3(t)} = 7[6(w — wo) + 6(w + wp)]- O

Ejercicio 3.4.2 (#%) Determine la serie de Fourier exponencial y la transformada de Fourier
del tren de impulsos

Z §(t —kA), con A €RTy(t) es el delta de Dirac. (3.13)

k=—00

Desarrollo. Note que el periodo del tren de impulsos es A. Entonces, la serie de Fourier expo-
nencial de da(t) es

3 e, (3.14)

n=—oo

5Note que, como en este ejercicio, a veces es 1til trabajar al revés: obtener la transformada de Fourier de una
senial es equivalente a encontrar una sefial en el dominio de la frecuencia que, al aplicarle transformada inversa de
fourier, se obtenga la senal temporal.
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donde

A 0o
1 2 —jn2rt
Cn—A/A D ot —kA)e TR dt

T2 k=—o00

A
1 2 .27
_ —Jnt
—A/_Aé(t)e atdt
2
1

Entonces, da(t) se puede escribir como
1 & 2
oalt) = % P (3.16)
n=-—o00

Ahora, para la transformada de fourier de la senal descrita, se aplica transformada de Fourier
a la serie obtenida en (3.16). Aplicando las propiedades de linealidad y retraso en frecuencia de
la transformada, se tiene

Float) =y > Fle"EY

n=—oo

2T — 2mn

Con esto se obtiene el resultado sorprendente que la transformada de un tren de impulsos en el
tiempo, es un tren de impulsos en el dominio de la frecuencia.

Nota: El resultado anterior tiene particular aplicacién en el muestreo de senales. De hecho,
corresponde a una de las herramientas matematicas més importantes para establecer relaciones
entre senales continuas y senales discretas a partir de discretizaciéon muestra a muestra. Para
mas informacién sobre este tema, puede consultar cualquier texto de Procesamiento Digital de
Senales, como [4]. O

3.5. Teorema de Parseval para Transformada de Fourier

El teorema de Parseval se traduce en este contexto a

ORI N (3.18)

—0o0 —0o0

1
Ejercicio 3.5.1 (ses) Determine la Transformada de Fourier de f(t) = %[u(t—i-c) —u(t—c)],

y ocupe esta informacion para calcular

00 (in2
I :/ St 2(x)d.’l,'
x

—00

Desarrollo. Resolviendo por definicién,

FLfO)) = ~ / " et gy — = / * cos(wtydt = SRWD|" _ sin(we) (3.19)

2c J_, cJ_. e
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La transformada de Fourier obtenida en (3.19) es de gran interés en Telecomunicaciones. Se

define la funcién sinc(z) como

sinc(z) = sin(z)

Asi, podemos escribir F{f(t)} = sinc(wc). Ahora, por el teorema de Parseval se tiene

& 1 1 [ 1 o 1
f)Pdt = — = — |F(jw)|?dw = — sinc?(we)dw = —
2¢c 27 J_o 2m

—o —oo 2re

Por lo tanto, I = . ]

3.6. Aplicacion en sistemas lineales

La respuesta de un sistema a una senal de entrada arbitraria u(t) es
y(t) = h(t) *xu(t).
Aplicando Fourier, gracias a la propiedad de convolucién se tiene
Y (jw) = H(jw)U(jw),

donde H(jw) es una funcién racional de variable compleja de la forma H(jw) = B(jw)/A(jw).
Esta funcién es cominmente definida como Funcion de transferencia de Fourier.

Nota: Si y(¢) no decae a cero a medida que ¢ — oo, la férmula anterior no es vélida, pues
aparecen deltas de Dirac en H(jw), y por ende H(jw) = F{h(t)} no queda correctamente
descrita por B(jw)/A(jw). Se consideran dos ejemplos de lo anterior en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 3.6.1 (sw) Usando la transformada de Fourier, determine la respuesta a escalon
con condiciones iniciales cero del siguiente sistema

y(t) | dy(t)
dt? o dt

+ 6y(t) = 6u(t).

Desarrollo. Sabiendo que el sistema no tiene polos en el eje imaginario, se obtiene H (jw)
directamente:

6
(jw)?2 +5jw + 6
Por otra parte, se sabe que la transformada de Fourier del escalén unitario es U(jw) = 1/(jw) +
mé(w). Asi, se tiene que la respuesta a escalon es

y(t) = FHH (jw)U(jw)}

G ()

- F! 6 mTo(w
d {jw<jw+2)<jw+3>+ o )}

1 2 3
:]-"_1{.+7r5(w)}~|—}'_1{4 }—]-"‘1{. }

Jw Jw—+3 Jw + 2
= (1+2e73 — 3¢ 2 u(t). O

H(jw) =
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Ejercicio 3.6.2 (ssw) Sea la EDS

Pyt) , dult)
dt? dt
Se sabe que la respuesta a impulso de este sistema es h(t) = 0,5 (1 — e *) u(t) (jobténgalo a
partir de lo aprendido en el capitulo anterior!). Usando la transformada de Fourier, determine
la respuesta del sistema frente a u(t) = e tu(t) con condiciones iniciales cero, y luego obtenga
una respuesta directamente a partir de H(jw) £ B(jw)/A(jw). Comente.

= 2u(t).

Desarrollo. Se sabe que la funcién de transferencia de Fourier es

us 1

—f(w) — —.
20 = 5Ge T

Luego, ocupando las propiedades de la transformada de Fourier, se obtiene y(t) como

y(t) = FH{H(jw)U(jw))

7 e 30 ) )

H(jw) = F{h(t)} = zjw +

_ 1 T 1
7 1{2jw(jw—|—1) + 55(“’) " 2(jw + 4) (jw + 1)}
zfl{l.—.% +72T<5(w)+,é ; }

2jw  Jw+1 ]w+4_jw+1
L2 4 1 g
= (=== - t
e e )m

- N B
Ahora, calculemos §(t) = F~1(H (jw)U (jw)), donde H(jw) = A0 =

§(t) = FH{H(jw)U (jw)}

=F! {(jw)(jw +21)(jw +4)}

Claramente y(t) # g(t).

En este caso vemos que obtener directamente H (jw) a partir de la EDS no produce resultados
correctos, dado que ésta tiene un autovalor en el eje imaginario (en este caso, A = 0). Como
caso general, siempre se obtendra la salida correcta al considerar la funcién de transferencia de
Fourier como la transformada de Fourier de la respuesta a impulso del sistema. ]
Nota: Resolviendo esta convolucién en el dominio del tiempo posiblemente se obtiene y(t) de
forma mas rapida. Este ejemplo también muestra que puede ser mas dificil resolver con Fourier
estos tipos de problemas en particular, pero aun es posible aplicar la técnica y puede entregar
interpretaciones alternativas que son de utilidad, como se verda en la seccion siguiente.
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3.7. Filtraje

La respuesta en frecuencia H (jw) captura la forma en que evolucionan las ganancias de
magnitud y fase de la salida del sistema con la frecuencia w. Dado el contenido frecuencial de
la senial de entrada a un sistema, el sistema tiene la capacidad de filtrar y discriminar diferentes
contenidos espectrales.

Ejercicio 3.7.1 (sws%) Grafique y analice cdmo cambia la magnitud de la respuesta en fre-

cuencia
«

(Jw +1)(jw +a)

para distintos valores de o > 0. 5Como es la respuesta a escalon para cada valor de o analizado?

H(jw) =

Desarrollo. Se calcula la magnitud de H (jw):

1
T (2) 1
Para tener un bosquejo de |H (jw)|, aproximamos (g)2 + 1 como
w2 1 siw<Ka,
A/ (*) + 1= ]
e} o o siw>a.

Entonces, se obtiene la aproximacién |H;(jw)| para o < 1:

|H (jw)| =

siw < a,
|H1(jw)| = sta<w<1,.

siw>1

1
o
w
a
w2

Si bien esta forma de representacién es véalida para determinar propiedades de |H (jw)|, es més
comun graficar la potencia (o magnitud) de H(jw) en decibeles, para abarcar més frecuencias y
que las curvas obtenidas sean lineales en log(w), lo cual hace més facil su gréfica. Asi,

0 siw < «,
|Hi(jw)lap = 201og |Hi(jw)| =  20log(a) — 20log(w) sia <w <1,
20log(a) — 40log(w) siw > 1.

De esta misma forma, se obtienen aproximaciones para |Hs(jw)| y |Hs(jw)|, donde @ = 1 y
a > 1 respectivamente:

0 siw <1,
—40log(w) siw>1

|Ha(jw)|ap ~ {

0 stw <1
|H3(jw)laB = { —20log(w) sil<w<a,
20log(a) — 40log(w) siw > a.
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Lo aqui analizado se estudiard posteriormente en el Capitulo 5. Las graficas de la magnitud y
fase de |H (jw)|qp en escala logaritmica se denominan diagramas de Bode. Las graficas corres-
pondientes a los tres casos estudiados se encuentran en la Figura 3.7, en la cual se describen las
curvas exactas de magnitud y fase con MATLAB.

Bode Diagram

0 T T T T
— a=0.1
g
= -0 a=10
(]
©
=
=
gé 100
g_
il Ll Ll Ll il
-150
0 : —— — — T

-45

Phase (deg)
8
T

-180
10

10 10 10

Frequency (rad/s)

Figura 3.6: Diagramas de Bode de H(jw) con o = 0,1 (rojo), @ =1 (azul), y a = 10 (verde).

Ahora, se procedera a obtener la respuesta a escaléon. A modo de ejemplo, sélo se consideraran
los casos donde a # 1. Sabiendo que U(jw) = 1/(jw) + md(w), se obtiene y(t) como

La respuesta a escalén de los tres sistemas estudiados anteriormente se grafica a continuacion,
en la Figura 3.7.
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Respuesta a escalén

T T T T T T T
l b
a=0.1
0.8 - a=1 -
e a=10
=}
£ 06F 1
aQ,
g
< 04r 1
0.2 A
0 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (segundos)
Figura 3.7: Respuesta a escalén de H(jw) con a = 0,1 (rojo), a« =1 (azul), y a = 10 (verde).
Note que a medida que a aumenta, aumenta la velocidad de la respuesta transiente. Esto

se pudo haber analizado directamente con el diagrama de Bode, observando que las respuestas
verde y azul tienen mayor ganancia en alta frecuencia. O

Ejercicio 3.7.2 (ww) Considere una senal continua f(t) con transformada de Fourier F(jw)
con grdfica de magnitud dada por la Figura 3.8.

Ky

[F(jw)]

5
4
31
2
1

Figura 3.8: Magnitud de la transformada de Fourier de f(t).

a) Determine y dibuje | F>(jw)|, la magnitud de la transformada de Fourier de fa(t) = f(t) cos(3t).
b) Determine y dibuje |F5(jw)|, la magnitud de la transformada de Fourier de f3(t) = fa(t) cos(3t).

2 silw| <2

) , determine y dibuje Fy(jw) = H(w)F3(w).
0 siw|>2

c) St H(jw) = {

Desarrollo.
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a) Gracias a la propiedad de modulacién

FU0) cos(wot)} = 5 (FLAOe ) + FLA0") = S[F(j(w+w0)) + F(i(w — wo))],

se tiene’

IFo()] = 5IF(i(w +3)) + F(i(w - 3)
_IFG@+3) | FGw=3)
2 2
2—|w+3 si —5<w< -1,
=4¢2—|w—-3] sil<w<b5,

0 en otro caso.

El grafico de este espectro se encuentra en la Figura 3.9.

| F2(jw)]

6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
Figura 3.9: Magnitud de la transformada de Fourier de fa(t).

b) Aplicando la misma propiedad de modulacién anteriormente deducida,

Fy(jo)| = JIF G +6) + 2F(i(w)) + (it — 6)

1- g 8 <w< —4,
2 — |w| si —2<w<2,
1- 8 sia<w<s,

0 en otro caso.
El gréfico de este espectro se encuentra en la Figura 3.10.

c) Dado que los espectros en altas frecuencias se encuentran en |w| > 2, estos sectores quedan
anulados por H(w). Lo tnico que queda amplificado por 2 es el espectro en baja frecuencia,
obteniéndose el mismo espectro inicial (Figura 3.8). Es decir, se recupera el espectro inicial
de forma perfecta.

Nota: El procedimiento anterior corresponde matematicamente a la base de transmisién de
informacién por amplitud modulada (modulacién AM). Esta es una de las aplicaciones tipicas
del analisis de Fourier y el tratamiento de espectros para la transformacién de senales. O

"Note que en la segunda igualdad se ocupa el hecho que las funciones F(j(w +3)) y F(j(w — 3)) no comparten
soporte. Es decir, si F(j(w + 3)) # 0 entonces necesariamente F(j(w — 3)) = 0, y si F(j(w — 3)) # 0 entonces
necesariamente F(j(w + 3)) = 0.
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—9 -8 -7 —6 —5 —4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 3.10: Magnitud de la transformada de Fourier de f3(¢).

3.8. Serie de Fourier Discreta

Al igual que para el caso de tiempo continuo, una sefial periddica de tiempo discreto puede
representarse como la suma de exponenciales complejas de distinta frecuencia. Producto de la
discretizacién, solo se requieren N exponenciales complejas para representar una senal periddica
de periodo N. Esto a diferencia del caso de tiempo continuo, donde generalmente se requieren
infinitas exponenciales complejas y por tanto, calcular infinitos coeficientes.

Una senal periédica f[k] de perfodo N se puede representar como

§ : C 6]2—"nk

donde
N—

>—‘

1
Ch =N f[k] ixn (3.20)
k=0
Nota: Los coeficientes C), también son periédicos de periodo N. La ecuacién (3.20) representa
una transformacién muy usada en la practica, llamada Transformada de Fourier Discreta (DFT).
Esta se ocupa en muchas areas de la ingenieria, y existen métodos computacionales altamente
optimizados para calcularla a partir de datos. El método general lleva el nombre de Fast Fourier
Transform (FFT) [5].
La representacién de una senial en términos de su serie de Fourier discreta sirve, entre otras
cosas, para determinar salidas en estado estacionario, como se vera a continuacion.

Ejercicio 3.8.1 (ses) Sea la ERS con condiciones iniciales cero
ylk] — 0,5y[k — 1] = ulk — 1]. (3.21)

Determine la salida en estado estacionario si

1 1k=2
ulk] = o ™ meN.
2 sik=2m+1

Desarrollo. En primer lugar, se determina la serie de Fourier de u[k]. El periodo de u[k] es 2.
Entonces, su serie de Fourier es

ulk] = Coe® + Crel™,
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donde ) )
Co=5(1+2), Ci=501+ 2e77). (3.22)

Asi, u[k] = (3 — (—1)¥)/2. Entonces, por linealidad e invarianza del tiempo de la ERS, podemos
escribir la salida estacionaria y[k] como

N-1
=3 CuH(IFM)I Kk, (3.23)
n=0

donde H(e?~"™) es la respuesta en frecuencia del sistema evaluada en § = 27n/N. Para este
ejercicio tenemos

1
ed? — 0,5’

con lo cual se obtiene H(1) = 2 y H(e/™) = —2/3. Entonces, la respuesta estacionaria es

H(eM) =

ylk] = COH(eo)eo + Clﬂ(ej”)ej”k

(="
5

Nota: Se puede determinar la validez de este resultado y su periodicidad a través de la ERS. Si
se sabe que y[0] = 10/3, y u[0] = 1, a partir de la ERS se tiene que y[1] = 0,5y[0]+u[0] = 8/3, que
justamente corresponde con el resultado (3.24) evaluado en k = 1. Nuevamente, si y[1] = 8/3, y
u[l] = 2, a partir de la ERS se tiene que y[2] = 0,5y[1] + u[1] = 10/3, que también corresponde
con el resultado (3.24) evaluado en k = 2. Asi, se observa la periodicidad de y[k] y que el
resultado en (3.24) es correcto. O

=3+ (3.24)

3.9. Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

La transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT por sus siglas en inglés), es de gran
utilidad en el procesamiento digital de senales, y es el analogo a la transformada de Fourier de
tiempo continuo estudiada en la seccién 3.4. La transformada de Fourier de tiempo discreto y
su inversa se definen como

FUIH) = F@) & 3 flke

k=—o00

FUF()} = f[k] / F(ei)eif%qp.

Ejercicio 3.9.1 (seses) Demuestre las siguientes propiedades:
1. Modulacién: Si F{x[k]} = X (e7%), entonces F{x[k] cos(fok)} = %[X(ej(g_go))+X(ej(0+90))].

2. Teorema de Parseval: Si F{z[k]} = X (1) e F{y[k]} = Y (e/?), ambas x[k] e y[k] serales
reales, entonces
1
> alk]ylk] = 5| X(eJH)Y(eﬁ)de, (3.25)
T
k=—o00

donde * denota el conjugado de una funcion compleja.
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Desarrollo.

1. Expandiendo el coseno por exponenciales imaginarias, y ocupando linealidad y definicion
de la transformada, se tiene

Fla(k) cos(Bok)} = 5 (Fla(k)e™) + Fla(k)e 7))
1
T2

o
( :E egeoke—j6k+ Z m(k)e_je‘)ke_jek>
k=—00

k=—o00
—](9 0o)k + Z —_] (6+60) lc)
(k—oo k=—o00

2. Desarrollando el lado izquierdo de (3.25):

Z x[ky[k] @ Z 277 /7T X (%)% dp

k=—00
X (&%) ( y[k]ej9k> db
k=—00

|
© iﬂ / < y[k]e—a‘%) do
k=—o0
@ 1/ X (%)Y (e79)d0),

donde (a) es aplicando la definicién de transformada inversa a z[k], (b) se obtiene inter-
cambiando integral con sumatoria, (c¢) es expresando la sumatoria como el conjugado del
conjugado de los sumandos, y (d) se obtiene al aplicar la definicién de la DTFT. ]

©]

1
2m




Capitulo 4

Laplace y Zeta: Analisis bajo
excitaciones arbitrarias

En este capitulo se estudian m&as herramientas matematicas para el andlisis de sistemas
lineales de tiempo continuo y discreto. En particular, se revisan las transformadas de Laplace y
Zeta. Estas transformaciones extienden el analisis de Fourier de sistemas lineales a excitaciones
no periédicas, y permiten incorporar el efecto de las condiciones iniciales de forma explicita.

Ambas herramientas son tremendamente utilizadas en el estudio de canales de comunicacién,
sintesis de controladores lineales, procesamiento de senales, teoria de redes, modelamiento de
dinamicas de sistemas, entre otras aplicaciones.

4.1. Transformada de Laplace: Definicion

La transformada de Laplace permite el andlisis conveniente de sistemas lineales de tiempo
continuo. Es una herramienta de gran utilidad, pues facilita la resolucién de ecuaciones diferen-
ciales, haciendo més facil su manipulacién e interpretacién. La transformada de Laplace de una
funcién f(t) se define como

CUWy=Fs) 2 [ fe)etdr. (4.1)

0_

Nota: El limite inferior de la integral es 0_, definido como lim._,o —|e|. De esta forma, tiene
sentido el hecho que £{4(t)} = 1. Sin embargo, existen otras definiciones para esta transformada
que segun el caso, pueden ser ttiles (ver [2]).

Las propiedades mas utilizadas de la transformada de Laplace se detallan a continuacion:

1. Linealidad: Si £{fi(t)} = Fi(s) y L{f2(t)} = Fy(s), entonces para a, b reales,
L{afi(t) + bfa(t)} = aFi(s) + bFy(s).
2. Transformada de la derivada: Si £{f(t)} = F(s), entonces
E{d{i(;)} — sF(s) — f(0_). (4.2)

58
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3. Convolucion: Si L{f(t)} = F(s)y L{g(t)} = G(s), con f(t) y g(t) ambas causales, entonces
LUF(t) * g(t)} = F()G(s).
4. Valor inicial: Si £{f(t)} = F(s), entonces!

lim f(t) = lim sF(s).

t—04 §—00

5. Valor final: Si L{f(t)} = F(s), y F(s) tiene todos sus polos en el semi-plano izquierdo
abierto?, entonces

lim f(t) = lim sF(s).

t—o00 s—0

De aqui en adelante, por simplicidad se preferird escribir f(04) y f(oco) para los valores iniciales
y finales de f(t), respectivamente.
Nota: Se invita al lector demostrar estas propiedades. jEs una buena forma de aprenderlas!

Ejercicio 4.1.1 (ses) Determine la transformada de Laplace de las siguientes senales:
1. fi(t) = cos(wot)u(t)

2. fa(t) = tsin(wot)p(t)

e—3t

3. ft) = Sl /O S dr.

Desarrollo.

1. Por definicién, calculamos la integral (4.1) para este caso:
[e.e]

L{cos(wot)u(t)} = ; cos(wot)e ™ dt

oo
— / (ej‘”ot + eijwot)efstdt

o

e*(S*FjUJo)t ef(sfjwﬂ)t ]

G5t jwo) (5 —jw0) | lo_

— + -
S+ Jwo s — Jjwo

!Note que el valor inicial calculado es aquel inmediatamente después del tiempo cero. Esto a diferencia del
valor que se obtiene en (4.2), que corresponde al valor inmediatamente antes del tiempo cero.
2En el dominio del tiempo, esto es equivalente a requerir que el limite lim¢— o, f(t) exista.
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2. En primer lugar, calculamos la transformada de sin(wot)u(t) gracias a la propiedad de

derivacién?®:

C{sin(eot)u(t)} = -2 { d{cos(wnt)plt) _ 5<t>}

wo dt

_ 1 (sL{cos(wot)u(t)} — 1)

wo

-1 52
= —\lar 2!
wo \ $° + wj

wo
s2+wt’

Luego, gracias a que L{tf(t)} = —dF(s)/ds, se obtiene finalmente

25wy

L{tsin(wot)u(t)} = m.

3. Una forma de proceder es calculando la integral, y luego aplicando la propiedad de lineali-
dad a los términos obtenidos. Sin embargo, se puede reconocer una convolucién al escribir

1 s 1 _
fa(t) = /0 S (e~ Pp(r)dr = Se ()« ). (4.3)
De esta descripcién, es inmediato que

1

L{f3(t)} = 3555 3) O

Ejercicio 4.1.2 (seses) Determine la transformada inversa de Laplace para F(s) = %tanh (%)

Desarrollo. Antes de resolver, determinemos la transformada de Laplace de una funcién g(t)
periddica de periodo T
o
£lolt)) = [ glt)e
0

;“ 2T 3T
:/ g(t)eStdt—i—/ g(t)estdtJr/ g(t)e stdt + . ..

T 2T
T
=(1+e s pe s 4. ) / g(t)e stdt
0

1 T
=T /0 g(t)e stdt. (4.4)

3Note que el escalén juega un papel importante en la derivada que se calcula: d(cos(wot)u(t))/dt =
—wo sin(wot)u(t) + §(¢).
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Ahora, analicemos F(s):

S
s _
lez —e
= T s
Se2 +e 2

S es —e ¢
11 =2 e
s 1—e2s

1 sio<t<l,
~1 sil<t<?2,

con lo cual se obtiene la funcién f(t) pedida. O

4.2. Funcién de transferencia y EDS

Aplicando la Transformada de Laplace a una EDS lineal con condiciones iniciales iguales a
cero, se obtiene directamente que

y(t) = h(t) xu(t) < Y(s) = H(s)U(s).

La funcién H(s) se conoce como funcion de transferencia y corresponde a la transformada de
Laplace de la respuesta a impulso h(t) con condiciones iniciales cero. En los ejercicios siguientes
veremos que la funcién de transferencia describe completamente la EDS de un sistema LTI, y
viceversa.

Ejercicio 4.2.1 (&) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un impulso
unitario y condiciones iniciales cero es h(t) = e 2 u(t). Usando la transformada de Laplace,
calcule la respuesta del sistema a una entrada u(t) = e 3 u(t) y condiciones iniciales cero.

Desarrollo. Gracias a la transformada de Laplace, podemos obtener Y (s) como

1 1 1
Cs+2s+3 s+2 s+3
Por ende, la respuesta pedida estd dada por

y(t) = LHY ()} = (7 — e )u(t).

que es exactamente igual a la respuesta obtenida desarrollando la convolucién en el dominio del
tiempo (ver Ejercicio 2.4.2). O

Y(s) =G(s)U(s)

Ejercicio 4.2.2 (s, Problema 7.6. de [1]) Se sabe que la respuesta de un sistema lineal a
un escaldn unitario en su entrada (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por:

g(t) = (2 =27 +te M u(t). (4.5)

Determine la funcion de transferencia del sistema, y la EDS. Usando las propiedades de la
transformada de Laplace, calcule los valores inicial y final de la respuesta a escalon.
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Desarrollo. Aplicando transformada de Laplace en (4.5), escribimos

2 2 L 1
G(s s s+4 s+ 4)2
i = 90 _ MCER)
’ s
95+ 32
(s +4)%

Entonces, sabiendo que H(s) =Y (s)/U(s), la EDS se obtiene como
(s + 85+ 16)Y(s) = (9s + 32)U(s)

d’y(t) | (dy(t) du(t)
8 16y(t) = 9——= + 32u(?).
. T8 160 =975~ + 32u(l)
Ahora procedemos a calcular los valores inicial y final utilizando las propiedades de la transfor-

mada de Laplace:

g(04) = lgn sG(s) = lim H(s) =0, g(oc0) = 1lim sG(s) =1lim H(s) =2,

§—00 s—0 s—0

A modo de comprobacién, se puede obtener directamente a partir de (4.5) que
9(0+) =0, g(c0) = lim ¢(t) =2,
—00
que corresponde con lo anteriormente calculado. ]

Ejercicio 4.2.3 (s, Problema 7.3. de [1]) Considere un sistema definido por su ecuacion

diferencial: ,

Determine la funcion de transferencia del sistema. Luego, determine la salida del sistema a
entrada cero y condiciones iniciales dy(0)/dt = 1 e y(0) = —1. Finalmente, obtenga la salida
del sistema si la entrada es u(t) = p(t) — u(t — 2), con condiciones iniciales cero.

+ 3u(t). (4.6)

Desarrollo. Se obtiene la funcién de transferencia del sistema aplicando la transformada de
Laplace a ambos lados de (4.6), con condiciones iniciales cero:

Y(s)  s+3

(s 4+ s+ 1)Y(s) = (s +3)U(s) = H(s) = U6)  Zistl

Ahora, para determinar la salida del sistema frente a las condiciones iniciales dadas, resolvemos
(4.6) con u(t) = 0 usando la transformada de Laplace:

(32 + s+ 1)Y.(s) = sy(0) + dy(0)/dt + y(0)

= —s.
Reescribiendo,
-8
Y =
+(s) s2+s5+1
B s+ 3 12 3
_( +l>2+§+§73( +hz2y3
§T 3 1 ST 3 1
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Entonces, aplicando transformada inversa de Laplace se obtiene

Yo(t) = e [\}g sin (?t) — cos (?t)] p(t).

Finalmente, para encontrar la salida del sistema frente a u(t) = p(t) — p(t — 2), se determina la
transformada de Laplace de la respuesta a escalén de la siguiente manera:

Vals) = 10
5+3
- (s2+s+1)s
3 3s+2
3 3—1—% 1 @
s (540243 VB(s+i2+ 3

Asi, al aplicar transformada inversa,

yu(t) = [3 —3e2 cos (?t) + 6\/25 sin (?t)] p(t). (4.7)

Entonces, por linealidad e invarianza en el tiempo, la respuesta pedida con condiciones iniciales
iguales a cero corresponde a

y(t) = T(0, u(t) — p(t — 2))
= T<0a N(t)> - T<07:u’(t - 2)>
= yu<t) - yu(t - 2)7

donde y,(t) se encuentra determinado en (4.7). O

Ejercicio 4.2.4 (swsw) Sea el modelo

d?y(t)
2

du(t)
dt

— dy(t) = -2 + 10u(t) (4.8)

a) Determine la funcion de transferencia. ;Es el sistema estable?

b) Si es posible, determine los valores inicial y final de la respuesta a impulso y de la respuesta
a escalon. Ademds, obtenga la ganancia o frecuencia infinito.

¢) Determine la respuesta del sistema frente a una entrada u(t) = (e 2" — 4te ") u(t) y condi-

ciones iniciales cero. ;Es la respuesta obtenida acotada? Aclare si hay contradiccion con lo
obtenido en a).

d) Siu(t) =k(r(t) —y(t)), donde k es una constante, determine rangos de valores de k donde
el sistema sea estable desde la nueva entrada r(t) hasta y(t).

Desarrollo.



64 CAPITULO 4. LAPLACE Y ZETA: ANALISIS BAJO EXCITACIONES ARBITRARIAS

a) Aplicando transformada de Laplace en (4.8) con condiciones iniciales iguales a cero:
s2Y (s) — 4Y (s) = —2sU(s) + 10U (s)
Y(s) —2s+410
U(s) T 24
El sistema es inestable, pues la funcién de transferencia tiene un polo p; = 2 en el semiplano
derecho del plano complejo.

= H(s) =

b) Denotamos h(t) y g(t) como las respuestas a impulso y escalén, respectivamente.

» Valor inicial de la respuesta a impulso: h(04) = lims_,oo SH(s) = —2.
» Valor final de la respuesta a impulso: No existe pues H(s) es inestable (no se puede

ocupar el teorema del valor final).
Hs) _ .

S
» Valor final de la respuesta a escalén: No existe pues H(s) es inestable (no se puede
ocupar el teorema del valor final).

» Valor inicial de la respuesta a escalén: g(04) = limg_00 S

» Ganancia a frecuencia infinito: Con una entrada escalén unitario, el primer instante
(cambio de 0 a 1) es de frecuencia infinita. Por ende,

9(0+) = 9(0-) ,
Ko=""—"""—"5=9(04) = 1lim H(s) =0.
= u0y) — (o) ~ 90 = I H )
c¢) Primero obtenemos la transformada de Laplace de la entrada como
1 4 -2

s+2 (5422 (s+2)%
Entonces, la transformada de Laplace de la salida esta dada por

—2s 410 -2 14
V()= OV = 7 57 = GraE T i

4

Al aplicar transformada de Laplace inversa, se obtiene
y(t) = (=2t + 7¢%)e " u(t).

Vemos que esta senal es acotada, pues lim;_,, y(t) = 0. Esto no contradice la (in)estabilidad
del sistema, pues inestabilidad implica que existe al menos una entrada acotada que produce
una salida no acotada.
d) Determinando la nueva funcién de transferencia Y (s)/R(s) tenemos
Y(s)  kH(s) k(—2s+10)

R(s) 1+ kH(s) s%2—2ks+ (10k—4)

Aplicando el test de estabilidad para sistemas de segundo orden, se tienen las condiciones

—2k>0 — k<0

2

10k—4>0 = I<:>g.
Como deben cumplirse ambas restricciones en simultaneo, no existe & € R que estabilice el
lazo. ]

n!

4 Aqui se ocupé el hecho que L{t"e™* u(t)} = Gra)TT Esta propiedad se puede deducir a través de multiples
integraciones por partes en la definicién de la transformada de Laplace para esta senal.
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Ejercicio 4.3.1 (&) Obtenga la respuesta a escaldn unitario, la ganancia a continua, el tiempo

de levantamiento, y el tiempo de asentamiento. ;FEs razonable aproximar éste a 47%

1. Hl(s)zsib, b>0

2. Hg(s):%, a>b>0.

Desarrollo.

1. La respuesta a escalén g(t) es

g(t) = 5(1— e "),

Entonces, se tienen las siguientes caracteristicas:

» Ganancia a continua: g(co) = a/b.
» Tiempo de levantamiento: 0 a 100 %: infinito. 0 a 90 %: In(10)/b.
» Tiempo de asentamiento: 95 %: In(20)/b. 98 %: In(50)/b.

2. La respuesta a escalén g(t) es

)= (§ =25 ) e

Entonces, se tienen las siguientes caracteristicas:

» Ganancia a continua: g(co) = a/b.

» Tiempo de levantamiento (caida): Nunca se obtendra el valor final en tiempo finito.

Por ende, el tiempo de levantamiento hasta 100 % es infinito. Para otros porcentajes,
se estudiard el tiempo de levantamiento hasta un x % del valor final, donde x < 100.
Se tiene que

g_a—befth_ig ey —lln 100(a — b)
b b ~ 100 b B2 7 a(100 — ) |
valido para aquellos x, a, b donde [i?%g:z))} > 1. Es decir, 1554 > 1. Esto corresponde

a requerir que x % del valor final se encuentre entre los valores inicial g(04) = 1y
final g(c0) = a/b.

Note que para ambos casos, el tiempo de levantamiento hasta % equivale al tiempo de asenta-
miento hasta el z %. O

Ejercicio 4.3.2 (sesew) Obtenga la respuesta a escaldn, la ganancia a continua, el tiempo de
levantamiento a 100 %, y el overshoot (M) a partir de la funcion de transferencia

2
n

s2 4+ 28wps + w2

w

H(s) =

donde 0 < &€ <1, wy, > 0.
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Desarrollo. Definiendo wy = w,+/1 — &2, se calcula la respuesta a escalén integrando la res-
puesta a impulso:

1
=5 { (s +2£wns+w2)}

t Wy
dr
/0 { 3 + gwn) + W?l) }

t
/ —EenT sin(wgT)dT
0

[d ot Wd cos(wgt) + Ewp, sin(wdt)] ()

2
Wn

&
St

€
Y

& ‘SEM S

= [1 — e~%9nt cos(wat) —

5 —&wnt
i
e~twnt
= [1 — \/17—752 sin(wqt + arc cos(ﬁ))] 1(t).

Note que la ganancia a continua es g(oco) = 1. Para el célculo del tiempo de levantamiento, se
resuelve la ecuacién g(tr) = 1:

m — arccos(§)

gltL) =1=tr = (4.9)

Wd

Finalmente, para determinar el overshoot M, de la respuesta a escalén, se deriva e iguala la

respuesta a escalén a cero, para encontrar el valor minimo de ¢t > 0 donde la derivada de la
respuesta a escalon es cero:

dg(t) _, ., —wae St §wn

T ﬁ cos(wgt + arc cos(&)) + \/ﬁe—ﬁwnt sin(wat + arc cos(€)) = 0

< tan(wgt + arccos(§)) = ‘16_52

Vs
== t=—.
wd

Entonces, reemplazando en ¢(t), y restando el valor final, se obtiene que
M, =eVi-¢*. O

Ejercicio 4.3.3 (%) Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo con funcion de transferencia

9
s24+3s+9’

con respuesta a escalon dada en la Figura 4.1. Grafique la respuesta a escalon del sistema

Hl(S) =

36

H = —
2(s) 52 4+ 6s + 36
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Respuesta a escalén de Hy(s)

1.2

Amplitud
o o o
~ o o)

o
N
T

!

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5
Tiempo (segundos)

Figura 4.1: Respuesta a escalén del sistema con funcién de transferencia Hi(s).

Desarrollo. El sistema Hj(s) puede escribirse como

Hy(s) = , (4.10)

mientras que Hz(s) puede expresarse como

1
H2(8) = SN2 P )
)
5) +G
con lo cual se deduce que Hz(s) = Hi(3). Es decir, estos sistemas de segundo orden sélamente
se diferencian en su valor w,. Entonces, se estudiara el efecto de cambiar w,, en la respuesta a

(4.11)

escaldn.
Gracias a la propiedad de escalamiento, la respuesta a escalén del sistema Ha(s) estd dada

por

g2(t) = L7 {HQS(S) }
5)

— L1 {1H1 }
3

= gl(2t)7

—~

[\

donde g¢1(t) es la respuesta a escalén del sistema Hi(s). En conclusién, el cambio en w, es
equivalente a un escalamiento de la respuesta a escalén en el dominio del tiempo. Esto se puede
apreciar en la Figura 4.2, la cual si se compara con la Figura 4.1, lo tinico que cambia es la
escala de tiempo. O
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Respuesta a escalén de H(s)
1.2 \ \ \ \

Amplitud
o o o
IS o foe)

o
N
T

!

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Tiempo (segundos)

Figura 4.2: Respuesta a escalén del sistema con funcién de transferencia Ha(s).

4.4. Transformada Zeta: Definicion

De forma analoga a la transformada de Laplace, la transformada Zeta permite el andlisis
conveniente de sistemas lineales en tiempo discreto. Facilita la resolucién de ecuaciones recursi-
vas, haciendo més facil su manipulacion e interpretacién. La transformada Zeta se define como

Z{fIH} = F(x) £ Y flk=*. (4.12)
k=0

Las propiedades mas importantes de la transformada Zeta para la resoluciéon de ecuaciones
recursivas se detallan a continuacién.

1. Linealidad: Si Z{fi[k]} = Fi(z) y Z{f2[k]} = Fa(z), entonces para a,b reales,

Z{afi[k] + bf2[k]} = aFi(z) + bF>(2).
2. Transformada del retraso: Si Z{f[k]} = F(z), entonces
Z{flk =1} =27 F(2) + f(-1).
3. Transformada del adelanto: Si Z{f[k]} = F(z), entonces
Z{flk+1]} = zF(z) — z2f(0).
4. Convolucién: Si Z{f[k]} = F(z) y 2{g[k]} = G(2), con f[k] y g[k] ambas causales, entonces

Z{f[K] * gk} = F(2)G(2)-
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5. Valor inicial: Si Z{f[k]} = F(z), entonces

fl0] = lim F(z).

Z—00

69

6. Valor final: Si Z{f[k]} = F(z), y el valor final de f[k] existe, entonces

lim f[k] = ll_}H?i(Z —1)F(z).

k—o0

Ejercicio 4.4.1 (s%) Determine la transformada Zeta de las siguientes funciones de tiempo

discreto:
1. filk] = oF sin(6ok) k], donde |a| < 1.

2. folk] = kBFulk], donde |B| < 1.

3. falk] = {(1)

Desarrollo.

sik=0,24,6,..

en otro caso.

1. Trabajamos por definicién® (ver Apéndice 7.1).

Z{a¥sin(fok)u[k]} = Z o sin(fok)z~*
k=0

1 o ok 60k —jbok
=50 (3) (@ e
J =0

1 1
S 25\ ag%

z

a ( ed00 _e—30
z

2j

1
_ ae—i%
z

z 27
azsin(fp)

1 — 2o (ke

o?

22

(4.13)

22 —2azcos(fy) + a2’

2. Existen propiedades que permiten calcular esta transformada casi inmediatamente. En este
apunte, tomamos otro camino. Note que podemos escribir la transformada pedida como

A= +2(2) v3(2) s

Ine=(2) e (2) -

Asi, tenemos

®Recuerde que sin(z) = (e/® — e™9%)/(25) y cos(z) = (eI 4+ e79%)/2

(4.14)

(4.15)
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Entonces, restando (4.14) con (4.15), obtenemos

2 3 00
(1—§>F2(z):f+<f> +<f) +....:kzlﬂ’fz’“:—1+zfﬂ.

Ordenando, se concluye que®

3. Nuevamente por definicién,

Z{fsk]y =14+ 22+ 2 42704

22 -1
4.5. Funcién de Transferencia y ERS

De forma andloga al caso de tiempo continuo, al aplicar la transformada Zeta a una ERS
lineal con condiciones iniciales iguales a cero se obtiene directamente la funcion de transferencia
H(z) gracias a

ylk] = hlk] xulk] < Y (2) = H(2)U(z).

Los célculos de respuesta a impulso (de Kronecker), escalén unitario, y entrada arbitraria son
andlogos al caso continuo con la transformada de Laplace.

Aparte de la diferencia en la naturaleza de las condiciones iniciales (instante justo anterior
a cero con sus derivadas en el caso de tiempo continuo, versus muestras anteriores al cero en
el caso de tiempo discreto), otra diferencia se encuentra en la estabilidad: un sistema LTI de
tiempo discreto es estable si y sélo si su funcién de transferencia H(z) tiene todos sus polos con
magnitud (como nimero complejo) estrictamente menor que uno.

Ejercicio 4.5.1 (&) La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un delta de
Kronecker es h[k] = (0,7)*ulk]. Usando la transformada Zeta, calcule la respuesta del sistema a
una entrada ulk] = (0,3)% u[k].

Desarrollo. Gracias a la transformada Zeta, podemos obtener Y (z) como

. L 3
Y(z) = H(2)U(z) = (z—07)(z-03) ~ (z -0,7 z-— 0,3> '

Por ende, la respuesta pedida esta dada por

ol = 27 V() = | {00F - 503 ulk

que es exactamente igual a la respuesta obtenida desarrollando la convolucién en el dominio del
tiempo (ver Ejercicio 2.6.1). O

dF(z)
dz ?

50tra forma de obtener este resultado es a través de la propiedad de derivacién Z{kf[k]} = —z
1] = B ulk] y F() = =,

con
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Ejercicio 4.5.2 (&) Determine la respuesta a impulso h[k] con condiciones iniciales cero para
los siguientes sistemas:

1. ylk] = 3ulk — 1] + u[k — 2] 4 2u[k — 4]
2. ylk] = 0,5y[k — 1] + 3ulk — 1] + ulk — 2].
Desarrollo.
1. Para este caso, basta aplicar transformada Zeta a la ERS y fijar U(z) = 1:
Y(2)=U(2)(327 + 27242274
— H(z) =32 4224271

Entonces, por inspeccién,

3 sik=1,
1 sik=2
WK =4, DT
2 sik=4,
0 en otro caso.

Esto se puede escribir como
hlk] = 30k [k — 1] + 0x [k — 2] + 20k [k — 4].
2. Nuevamente, aplicando transformada Zeta y haciendo U(z) = 1:

Y(2)(1—-052"Y=U(2)(327 1+ 272)

3z+1
= H(z) = ——
(2) z(z —0,5)
2 10z
H(z)=-10— - .
(2) 0 z * z—0,5
Asi, pasando al dominio del tiempo,
hlk] = =100k [k] — 265 [k — 1] + 10(0,5) u[k]. O

Ejercicio 4.5.3 (sw) Sea el sistema
2y[k] — 2y[k — 1] + y[k — 2] = —3u[k — 1].
1. Calcule la respuesta a impulso del sistema, con condiciones iniciales cero.
2. Calcule la respuesta yz[k| a condiciones iniciales y[—1] =1 e y[—2] = 2, y entrada cero.

Desarrollo.

1. Encontramos la funcién de transferencia del sistema aplicando la transformada Zeta a la
EDS, con condiciones iniciales cero:

(2-2z"1+ 27V (2) = -327'U(2)



72 CAPITULO 4. LAPLACE Y ZETA: ANALISIS BAJO EXCITACIONES ARBITRARIAS

Esta funcién de transferencia se puede escribir como

—3% sin(%)z

H(Z) = = )
22 — 2% cos(§)z + (%)2

con lo cual, al usar el resultado del ejercicio 4.4.1, se obtiene

k
1 m
Pl = =3 (== ) sin (Sk) k)
=3 (5 ) sin (G4) ult
2. Esta vez, hacemos u[k] = 0 y consideramos condiciones iniciales distintas de cero:

2(2y[=1 —y[=2)) — zy[-1]

(2-227"+27 )Y (2) =2y [ 1] +y[-2+27y[-1] = 0 = Y(2) = 2:2 22+ 1

Imponiendo las condiciones iniciales, queda simplemente

wi =2 { b= <%)kn (Z5) ui

donde se ha ocupado la misma transformada inversa que la parte anterior. ]

Ejercicio 4.5.4 (s) Determine H(z) yla ERS si la respuesta a la entrada u[k] = (—0,5)% u[k]
con condiciones iniciales cero es

ok = |5 - 03 = (=051l - 11

Desarrollo. Por linealidad, determinamos la transformada Zeta de cada sumando de la respuesta
ylkl:

1
z{—o,5k—1 k—l}:—
05l =11} = ——
1 k—1 3
Z3—— (=05 ulk -1 p = ——3
{308l -1} = - 35
Por lo tanto, por linealidad,
4 1
‘) 3 L3
Y(z z2—1 2-05 2z+05
H = = ) )
(2) U(z c
z 40,5
z
_ (#=0,5)(z+0,5)(z — 1)
= Z
z+0,5
1

(z—05)(z 1)
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Finalmente, la ERS puede obtenerse a partir de H(z) como
Y (2) 1
U()  -05)—1)
= (1-1,5271 40,5272V (2) = 272U(2)
< ylk] — 1,5ylk — 1] + 0,5y[k — 2] = u[k — 2]. O

Ejercicio 4.5.5 (seses) Considere la ERS
ylk + 1] — 0,25y[k — 1] = u[k] + 2ulk — 2].

a) Calcule y[k] para ulk] = dx[k] — o[k — 1], y[—1] = —4 y las demds condiciones iniciales en
cero.

b) Obtenga los valores de y[k] para k =0,1,2.
¢) ;FEs estable la ERS?

d) Obtenga el valor final de la respuesta a escalon.

Desarrollo.

a) Aplicando transformada Zeta a la ERS, obtenemos

Y(z) = 0,25[y[—2] + 2z ty[-1] + 272V ()] = 2L — 272 42273 — 22714
Y(2)(1—0,25272) = =272 42273 — 2274
—22 4222
22(2 = 0,5)(z +0,5)
36 8 8 10 26
Y(Z)_Z<z_z:2+z3_ - 05 z+0,5>’

Y(z) =

con lo cual se obtiene

ylk] = 365 k] — 83k [k — 1] + 80 [k — 2] — [10(0,5)" + 26(~0,5)" | ulk].

b) Reemplazando en el resultado obtenido en el punto anterior:
y[0] =36 — (10 4+ 26) =0
y[l]=-8—-(5—-13)=0

ei=s- 2+ 2] =1

¢) Calculando la funcién de transferencia:

2242

HE) = 05 G0

se tiene que todos los polos de la funcién de transferencia tienen magnitud estrictamente
menor que uno. Por lo tanto, la ERS es estable.
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d) A partir de la funcién de transferencia, se calcula el valor final de la respuesta a escalén g[oo]
gracias a la propiedad de la transformada Zeta:

gloo] = lim(z — 1)H(z)—— = H(1) = 4 O

z—1 z—1

Ejercicio 4.5.6 (ss%) Sea un sistema LTI con entrada ulk], salida y[k] y condiciones ini-
ciales yo. Si ui[k] = (0,5)Fu[k], la respuesta es y1[k] = [2,5(0,2)% + (k + 1,5)(0,5)*|u[k]. Con
condiciones iniciales 2y y senal de entrada us[k] = 0,551 u[k], la respuesta es ya[k] = [2(0,2)F +
(6 + k)(0,5)¥+1 u[k]. Determine:

1. La respuesta del sistema frente a las condiciones iniciales yo y entrada cero, y la respuesta
frente a la entrada ui[k] con condiciones iniciales cero.

2. La ERS del sistema.

3. Las condiciones iniciales.

Desarrollo.

1. Dado que el sistema es lineal, puede escribirse

y1lk] = T(yo, u1[k])
yg[k] == T<2y0, 0,5U1[k]>,

de modo que, por linealidad, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

2,5(0,2)F + (k + 1,5)(0,5)%) (k]

T(yo,0) + T(0,u1[k]) = [2,5
[2(0,2)" + (6 + k)(0,5)* ] u[k],

2T (y0o,0) + 0,5T(0, u1 [k])

donde las incégnitas son las senales T(yo,0) y T(0, u1[k]). Este sistema de ecuaciones se
resuelve con

T(yo,0) = 0,5[(0,2)" +3(0,5)"Julk], T(0,ur[k]) = [2(0,2)" + k(0,5)"]ulk].

2. Podemos encontrar la ERS a partir de la funcién de transferencia del sistema. Como la
funcién de transferencia se define con condiciones iniciales cero, ésta puede obtenerse a
partir de los siguientes calculos:

2{[2(0,2)" + k(0,5)"]u[k]}
Z{(0,5)Fp[k]}
2z 0,52

z2—0,2 * (z—0,5)2
z

z—0,9
222 -152+04
220,72+ 0,1"°

H(z)=

De esta forma, puede concluirse que la ERS del sistema es

ylk] — 0,7y[k — 1] + 0,1y[k — 2] = 2u[k] — 1,5ulk — 1] + 0,4u[k — 2]. (4.16)
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3. Dado que el sistema es de orden 2, las condiciones iniciales son y[—1] y y[—2]. Aplicando
transformada Zeta sobre (4.16) con entrada cero, se tiene que

Y(2) = 0,7(z7'Y (2) + y[-1]) + 0,1(z*Y (2) + 2~ 'y[-1] + y[-2]) = 0,

con lo cual obtenemos

22(0,7y[—1] — 0,1y[—2]) — 0,1zy[—1] } _

T(yo,0) = Z~!
(y0,0) { 22072401

(4.17)

Por otro lado, al calcular la transformada Zeta de la respuesta a condiciones iniciales
obtenida anteriormente, se tiene

0,52 1,52 222 — 0,552

Z{T(yo,0)} = = '
{T(y0,0)} 2-02 2-05 2-072+01

Igualando coeficientes con la transformada Zeta obtenida en (4.17), concluimos que y[—1] =
5,5, e y[—2] = 18,5. O



Capitulo 5

Representaciones de sistemas lineales

En este apunte ya se han visto varias formas de describir un sistema lineal e invariante en
el tiempo, como la EDS, la funcién de transferencia, la respuesta en frecuencia, o la respuesta a
impulso. En ocasiones, conviene representar estas ecuaciones o funciones de otras maneras.

Una forma consiste en reescribir la EDS en términos de variables de estado. Estas pueden
describir variables internas del sistema que no son explicitamente descritas en las otras repre-
sentaciones, ganando asi mayor intuicién sobre las dindmicas modeladas. Adicionalmente, al
escribir el sistema por su representacién en variables de estado, se obtienen ganancias compu-
tacionales y algoritmicas. Las senales se obtienen a partir de calculos matriciales, lo cual es més
adecuado para el trabajo con computador. Adema&s, muchos algoritmos de control éptimo uni y
multi-variable estan descritos en términos de variables de estado.

Luego, se estudiaran 3 formas gréficas de representar sistemas: diagramas de bloques, diagra-
mas de Bode, y diagramas de Nyquist. Estas tres se basan en una representacion en frecuencia
del sistema LTI. Diagramas de bloques son adecuados para representar interconexiones y sis-
temas complejos, mientras que los diagramas de Bode y Nyquist son ttiles para visualizar de
forma mads clara el comportamiento del sistema frente a bajas, medias, y altas frecuencias. Esto
posteriormente sirve para el diseno robusto de controladores, margenes de estabilidad, entre
otras aplicaciones.

5.1. Variables de Estado
Un sistema dindmico lineal puede representarse con las siguientes ecuaciones lineales en

tiempo continuo y tiempo discreto:
Tiempo continuo:

Tiempo discreto:

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] (5.2)
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donde u es la senal de entrada, x es el vector de estado, e y es la senal de salida.

Nota: Una diferencia no menor en las representaciones de variables de estado de tiempo con-
tinuo y discreto es la interpretacién de las condiciones iniciales. Para tiempo continuo, x(0_)
se puede relacionar con el valor de la salida y sus derivadas inmediatamente antes al momento
cero, y para tiempo discreto x[0] puede relacionarse con los valores de la salida en instantes de
tiempo anteriores al tiempo cero.

Relacién con la funcién de transferencia: Aplicando transformada de Laplace y transfor-
mada Zeta en (5.1) y (5.2) respectivamente, se obtienen las siguientes expresiones para la funcién
de transferencia:

Tiempo continuo:

H(s)=C(sI-A)"'B+D.
Tiempo discreto:

H(z)=C(:I-A)"'B+D.

Ejercicio 5.1.1 (&) Determine el modelo en variables de estado y la funcion de transferencia
de los siguientes sistemas:

d?y(t)
i

1. +w?y(t) = ult)
2. ylk] = ulk —4].

Desarrollo.

1. Haciendo z1(t) = y(t), z2(t) = dz1(t)/dt = dy(t)/dt, se obtiene directamente que

][ ]+ [

dt

:El(t

)]

t)y=11 0 =+ [0]u(t).
v =[1 0] |20+ plutt)
Entonces, la funcién de transferencia del sistema estd dada por

H(s)=C(sI-A)"'B+D

wal ] [
1

24w

2. En primer lugar se expresa la ecuacién recursiva como y[k + 4] = u[k]. Luego, definiendo
los estados x1[k] = ylk|, x2lk] = xi[k + 1] = y[k + 1], x3[k] = z2[k + 1] = ylk +2] e
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x4[k] = x3[k + 1] = y[k + 3], se obtiene el siguiente modelo en variables de estado:

x1[k + 1] 0 1 0 0] [x1[k] 0
xzolk+1]| |0 0 1 Of |x2[k] 0
walk+1| =10 0 0 1| |zs| T |o] “H
fL‘4[k‘ + 1] 00 0 O 564[1{2] 1
131[/{?]
_ (k]
ylk] = [1 0 0 O] 23]k] + [O]ulk].
4[k]
Entonces, la funcién de transferencia del sistema estd dada por
H(z)=C(zI-A)"'B+D
2 -1 0 07]°'0
0 z -1 0 0
_[1000]0 0 . 1 ol 70
0o 0 0 =z 1
T

Note que para obtener la tdltima igualdad, no es necesario obtener la inversa de toda la
matriz, sino que sélamente el elemento de la primera fila, Gltima columna. ]

Ejercicio 5.1.2 (s%) Determine el modelo en variables de estado, la funcién de transferencia
por variables de estado, y la respuesta a escalén de los siguientes sistemas:

dy(t)

1. =2 3y(t) =
dt+y()

du(t)
dt

2. ylk] = 0,5y[k — 1] + ulk] + ulk — 1]

d 2
3. Ztgt) — 3u(t).

+ 2u(t)

Desarrollo.

1. Calculamos la funcién de transferencia directamente con transformada de Laplace:

s+3 s+3

2 1
H(s) =721

Asi, D = 1. Se calculan las deméas matrices a partir de la parte estrictamente propia de
H(s),endonde D=0y Y(s)/U(s) = —1/(s + 3), obteniéndose

dx(t)
i —3z(t) — u(t)

y(t) = z(t) + u(t).
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Se puede obtener de vuelta la funciéon de transferencia como
H(s)=C(sI-A)"'B+D

+1

T s+3
s+2

s+3
Para el calculo de la respuesta a escalén, desarrollamos

ot {H(s)} _ 1 {10(31 —A) "B+ ]3}

S S

t
=Du(t) + C / eATdrBu(t)
0

= ut) = [ Varu(e)

Asi, D = 1. Se calculan las demds matrices a partir de la parte estrictamente propia de
H(z), en donde D=0y Y (2)/U(z) = 3/(2 — ), obteniéndose

1 3
zlk+1] = §$[k] + iu[k‘]
ylk] = (k] + u[k].
Al igual que la parte anterior, se obtiene la funcién de transferencia por

H(z)=C(:I-A)"'B+D

N

Para el calculo de la respuesta a escalén, desarrollamos

z! {ZH(Z)} —z! {ZC(ZI—A)_1B~|— b= }

z—1 z—1 z—1

= Dpu[k] + C(ulk — 1] » AFu[k))B
=Dylk] + CY A" ulk — ijuli — 1B

€7

SCEESS (;)k ulk— 1
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Nota: El resultado obtenido es igual a y[k] = [4 -3 (%)k] w[k], que corresponde a la

transformada Zeta inversa de la funcién de transferencia multiplicada por z/(z — 1).

3. Hacemos z1(t) = y(t), y x2(t) = dy(t)/dt = dx1(t)/dt. Asi, escribimos
a0 1] [z()] | [0
[dj“] =10 o lmti] + 2]

yt)=[1 0] [ggg] + [0]u(t).

Entonces, la funcién de transferencia del sistema esta dada por

H(s)=C(sI-A)"'B+D

vl 2] e

3

52’

Finalmente, el célculo de la respuesta a escalén g(t) se puede hacer secuencialmente. Pri-
mero, notamos que debe cumplirse que dza(t)/dt = 3u(t). Esto es, x2(t) = 3tu(t). Como
xo(t) = dxy1(t)/dt, obtenemos que la respuesta a escalén es g(t) = 1,5t2u(t). O

Ejercicio 5.1.3 (swses) Considere el siguiente sistema descrito en variables de estado:

ERENE
y(t)=[1 2] B;Eg] + [O]u(t).

1. Siy(0_) =3 edy(0_)/dt =0, obtenga las condiciones iniciales x1(0-) y x2(0_).

2. Usando la representacion en variables de estado, obtenga la respuesta del sistema frente a
las condiciones iniciales anteriormente descritas, con entrada cero.

3. Determine xo(t) si u(t) = e tu(t), con condiciones iniciales cero.
4. ¢FEs el sistema estable? Obtenga la funcion de transferencia.

5. Obtenga otra representacion equivalente de variables de estado donde la matriz A sea
diagonal.

Desarrollo.
1. Por la ecuacién que relaciona la salida con los estados, al evaluar t = 0_ se tiene
y(0-) = 21(0-) + 225(0_).

Al derivar la misma ecuacién y fijar t = 0_, se obtiene
dz1(0-) -
V=12t =00 2] T [0
dt % 1 -3 1‘2(0,)

Hemos llegado a dos ecuaciones con dos incégnitas, x1(0-) y x2(0_). La solucién de este
sistema de ecuaciones es x1(0_) =2y x2(0_) = 0,5.
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. Al aplicar transformada de Laplace en la ecuacién de estado con entrada cero, se obtiene

ol =1 S 6] B

| =
=*[§§3}:ﬂi 3141Bg
1 2545
:(&+D@+2)k55+4’

lo cual implica que la transformada de Laplace de la respuesta a estado, Y,(s), estd dada
por
1 2545 3(s+3)
Yo(s)= ———[1 2 S Gl
(s+1)(s+2) 0,55 +2] (s+1)(s+2)

Finalmente, obtenemos la senal pedida a partir de la transformada inversa de Laplace:

Y L - SR

. Nuevamente aplicamos transformada de Laplace en la ecuacién de estado, pero esta vez

con condiciones iniciales cero:

et e e R
= B - [ .2 [

- T L)

Aplicando la transformada inversa de Laplace a Xs(s) se obtiene
s
=L ———
2= i)

el f)

= (2e7t —te™t — 272 u(t).

. Analizamos estabilidad al calcular los autovalores de la matriz A de estado:
detDI—A) =0 «= | " 2 |20 = 0+ 1) +2) =0. (5.3)
-1 A+3
Esto implica que los autovalores son A\; = —1 y Ay = —2, los cuales tienen parte real

negativa. Por lo tanto, el sistema es estable.

Calculamos la funcion de transferencia con el desarrollo estandar:

H(s)=C(sI-A)"'B+D

~emern AT

o 2(s—1)
s+ 1)(s+2)
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5. Para encontrar una representaciéon diagonal, se debe diagonalizar la matriz A de la repre-
sentacién en variables de estado. Con un poco de algebra, puede encontrarse que

e e g e

Ap 2D, =p-1

Entonces, hacemos el cambio de variable

[jl(t)] _p1 rl(t)} 7 (5.4)

.fz (t) i) (t)

para reescribir las ecuaciones de variables de estado con matrices (D, P~!B,CP,0),

obteniendo
-0 S [

y(t) =1[4 3] [9;2@;] + [0 u(t). O

N

Ejercicio 5.1.4 (sesew) Considere la funcion de transferencia de un sistema de tiempo discreto
en la que no hay cancelaciones:

bn_lznil + bn_22n72 + -+ biz+ b

H(z) =
(2) 2+ ap 12" L+ a1z +ag

(5.5)

Demuestre que una realizacion minima en variables de estado de dicho sistema estd dada por
las matrices:

o 1 0 0 0 ]

0

A= 0 0 1 0 0 B |:
0

—ap —ai; —az ... —Ap—2 —0ap_-1 1
C=1[bo b1 by ... by1] D = [0].

Desarrollo. El truco consiste en crear una senal auxiliar con transformada X (z), la cual serd la
transformada Zeta del primer elemento de nuestro vector de estados. Expresamos la H(z) como

bp—12"" by 2+ bz by Y (2) X(2)

H(z) = = .
) 24 ap_12" o arz 4 ag X(2) U(z)

Asi, se pueden formar las siguientes relaciones:

=ap+aiz+- - +ap_12"" 42"

=Dy + b1z 4+ by 02" 2+ by_12" L
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Pasando estas igualdades al tiempo:

ulk] = apx[k] + arx[k + 1]+ - - + ap—12z[k + n — 1] + z[k + n] (5.6)
y[k] = box[k] + bizlk + 1] + - - + bp—sx[k + n — 2] + by_12z[k +n — 1].

Por lo tanto, al definir los estados z1[k] = z[k], x2[k] = zi[k + 1] = [k + 1], ... z,[k] =
ZTn—1[k + 1] = z[k + n], las ecuaciones (5.6) y (5.7) se pueden expresar como

ylk] = bow1[k] + brzalk] + - - + bp—2xn_1[k] + bn—12n K]
zplk + 1] = —apz1[k] — arxe[k] — - -+ — an—12n[k] + ulk].

Finalmente, expresando estas tultimas ecuaciones de forma matricial, en conjunto con las defini-
ciones de los estados escritos anteriormente, se tiene la representacion en variables de estado

T 0 1 0 ... 0 0 Trmm 1 [0
2alk + 1] 0 0 1 . 0 0 2a[K] 0
o= S AN ERHE
Tk + 1] B B B B B Tk 1
- - | —ao ai a2 an—2 Qan—1 | e
_ ml[k:] -
(k]
y[k] = [b() by ... bu_o bn—l} + [0] u[k}
l‘n_l[k]

Nota: Si H(z) fuese funcién de transferencia bipropia, es decir, con numerador de mismo grado
que denominador, basta dividir los polinomios numerador y denominador para separar H(z)
como H(z) = H(o0) + Hgp(2), donde Hyp(z) es estrictamente propia. Entonces, solamente debe
aplicarse este método a Hyp(2), y el término asociado a H(oco) corresponde a la matriz D de
la representacién en variables de estado de H(z). Finalmente, note que el desarrollo no varia
mucho si en vez de tener una funcién de transferencia de tiempo discreto, se hubiera tenido una
de tiempo continuo. ]

Ejercicio 5.1.5 (#) Considere el sistema en cascada de la Figura 5.1, donde G1(s) y Ga(s)
tienen representaciones en variables de estado dadas por (A1,B1,C1,D1) y (A2, By, Ca,Ds)
respectivamente. Determine una representacion en variables de estado para G1Gy (es decir, de

u(t) ay(t))-

0NN ORPSINET

Figura 5.1: Diagrama de bloques de un sistema en cascada.
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Desarrollo. Escribimos las ecuaciones de variable de estado para cada sistema por separado
como

dx;ft) — A1 () + Bru(t) dx;t(t) — Agxs(t) + Bou(t)
’U(t) = Clxl(t) + Dlu(t) y(t) = CQXQ(t) + DQ’U(t).

De estas ecuaciones, podemos escribir dxa(t)/dt e y(t) respectivamente como

dxo(t
th( ) = AQXQ(t) + Bgclxl(t) + Bngu(t)

y(t) = Caxa(t) + D2Cix1(t) + D2Dyu(t)

Con esto, obtenemos que una posible representacion en variables de estado esta dada por
dx1 (t)
N = A 0| [xa(t) " B, u(®)
dxs(t) B.C; A, Xg(t) B;D;

dt
v = [DaC1 o) 2

5.2. Diagramas de bloques

Un diagrama de bloques de gran interés en control es el diagrama de lazo realimentado
siguiente:

r(t) +

+

G(s) y(t)

Figura 5.2: Diagrama de bloques de un lazo realimentado.

La funcién de transferencia T'(s) = Y (s)/R(s) se obtiene a partir de

Y(s) _ Gs)
R(s) 1-=G(s)C(s)

[R(s) = C(s)Y ()]G(s) =Y (s) = T(s) = (5.8)
Note que este no es el esquema tnico de realimentacion utilizado en control. De hecho, no es
el diagrama estdndar visto en Control Automatico I. Sin embargo, se estudia en esta seccién
por su generalidad, y como ejemplo ilustrativo del método a ocupar para obtener funciones de
transferencia a partir de estos diagramas.

Ejercicio 5.2.1 (sw) Considere el diagrama de bloques representado en la Figura 5.3. Obtenga
las siguientes funciones de transferencia:

Y(s)

R(s)

1. T(s) =
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2. S,(s) = 1})/0((55))
3. Siols) ;((SS))
4 Suols) = _%(:(L)
di(t) do(t)
(0~ e® [ o [20 N os) L O

Figura 5.3: Diagrama de bloques de un lazo de control por realimentacién.

Desarrollo. Para las primeras tres transferencias, determinamos Y (s) en funcién de R(s), D,(s)
y Di(s):

_ G()C(s) G(s) ,
= Y(s) = T+ G(5)C() R(s) + £ G)100) Dy(s) + 15 G(5)0() D;(s).
T(s) So(s) Sio(s)

Note que las asignaciones de T'(s), So(s) v Sio(s) son vélidas pues cada funcién de transferencia
se debe calcular como la relacién entre transformadas de Laplace con condiciones iniciales cero y
demds entradas cero. Gracias a que el sistema es lineal, podemos descomponer la transformada
de salida Y'(s) en los efectos desacoplados de r(t),d,(t) y d;(t).

Finalmente, para Sy,(s), podemos expresar U(s) en términos de R(s), Dy(s) y D;(s):

U(s) =C(s) (R(s) — Y(s))
= C(s) (R(s) — [G(s)(U(s) + Di(s)) + Do(s)])
B C(s C(s) G(s)C(s) .
— V) =16 ™ " T5amcm 2% " Tramem P
Suo(s)

Nota: Las funciones de transferencia aqui calculadas son las cuatro funciones de sensitividad
de un lazo de control. En control, el disefio de C'(s) implica estudiar cémo el controlador afecta
a estas cuatro funciones de transferencia. En particular, se desearia que T'(s) ~ 1, pues esto
aseguraria que r(t) ~ y(t), y a su vez eso implicaria rechazo a la perturbaciones, pues T'(s) ~ 1

generalmente implica que S,(s) = 0 y Sio(s) =~ 0. Para mds sobre esta materia, el lector puede
consultar [6]. O
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Hi (s)

u(t), =0t Rj y(t)
G (s)
Gis(s)

Figura 5.4: Diagrama de bloques de sistema realimentado.

Ejercicio 5.2.2 (#%) Del diagrama de bloques de la Figura 5.4, obtenga la funcion de trans-
ferencia G(s) =Y (s)/U(s).

Desarrollo. Para resolver este problema, simplificaremos el diagrama de bloques. A partir de
lo estudiado en el primer ejemplo de esta seccion, se observa que el di(a%rama de la Figura 5.4
S

puede ser reducido al diagrama de la Figura 5.5, donde G4(s) = %

H1 (S)
ult), q (o) +\j y(t)
Gs(s)

Figura 5.5: Diagrama de bloques simplificado.

Sumando Hi(s) con G4(s), el diagrama de la Figura 5.5 se reduce al de la Figura 5.6, donde
G5($) = G4<8) + Hl(s).

u(t)+

+

Gs(s) v,

Figura 5.6: Diagrama de bloques simplificado nuevamente.
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Por lo tanto, la funcién de transferencia entre u(t) e y(t) es

_ Gs(s)
© 11— Gs(s)Gs(s)
B G4(s) + Hi(s)
~ 1—[Gals) + Hi(s)]G3(s)
Gi(s)
1-— Gl(S)GQ(S)
G1(s)
1-— Gl(S)GQ(S)
G1(s) + Hi(s)[1 — Gi1(s)G2(s)]

T 1= Gi()Ga(s) = [Gi(s) + Hi(s) — Hi(s)Gr(s)Ga(s)] Ga(s)’ .

+ Hl(S)

1-— —|—H1(S) Gg(s)

Ejercicio 5.2.3 (sw) Del siguiente diagrama de bloques, obtenga la funcion de transferencia

G(s) =Y(s)/U(s):

10

5
e Q%Lfﬁ "
3

Figura 5.7: Diagrama de bloques de sistema realimentado.

Desarrollo. Para el calculo de la funcién de transferencia, se considera que la integral es equi-
valente en frecuencia al factor 1/s. Entonces, se forman las siguientes relaciones:

2U(s) —20sY (s)

X(s) = .
Z(s) = X(s) —S5Y(s)
¥ (s) = Z(s) + U(Sz) - 3Y(5)‘

Combinando estas 3 ecuaciones para eliminar las variables auxiliares X (s) y Z(s), se tiene

X(s) —5Y(s)

(2 +3)(s) = =L 4 ()
— [5(% + 3) + 5]V (s) = sU(s) + 2) —5208Y<s>
— [s? + 352 + 55+ 20]Y (s) = [s* + 2]U(s)
s2+2

s* 4+ 3524+ 55 +20°
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5.3. Diagramas de Bode

La respuesta en frecuencia H(jw) es una funcién compleja! R — C. Por ende, no se puede
graficar facilmente H(jw) en funcién de w. Una solucién posible es hacer 2 graficos:

- [H(juw)| v/5 .
» LH(jw) v/s w.

Para incluir un rango mayor de frecuencias y hacer més facil el andlisis, se grafica en escala
logaritmica en w y la magnitud en decibeles, es decir, |H (jw)|qp = 201log;q |H (jw)|-

Ejercicio 5.3.1 (s%) Obtenga las curvas asintdticas y grafique el diagrama de Bode para las
stguientes respuestas en frecuencia:

1. Hi(jw) :
. W) = T
1 (Jw+ 1) +1)
. 3005w
2. H. -
20%) = G550.0) (w5 100)
. 100(jw + 1) (jw — 1)
H - .
9 Hs(0w) = <537 5 8jw + 400
Desarrollo.

1. Primero, notamos que la ganancia de Bode es simplemente H;(0) = 2. Haciendo un barrido
por las frecuencias positivas, el primer polo se encuentra en 1[rad/s]. Aqui, la magnitud
comienza a decrecer a razén de 20[dB/dec], y la fase disminuye a —90°. De similar manera,
en la frecuencia w = 100[rad/s|, la magnitud decrece a una tasa mayor (40[dB/dec]), y la
fase llega a —90°. Las asintotas son:

201log(2) si w < 1[rad/s],
|Hi(jw)|as =~ § 201log(2) — 201log(%) si 1[rad/s] < w < 100[rad/s], ,
201log(2) — 201log(%) — 20log({g) si w > 100[rad/s]
[OO si w < 1[rad/s],
ZHy(jw) = < —90° i 1[rad/s] < w < 100[rad/s],
—180° si w > 100[rad/s].

En la Figura 5.8 se muestra el diagrama de Bode real. Note que en la curva exacta de
magnitud se puede apreciar una caida de aproximadamente —3[dB] con respecto al valor
dado por las curvas asintéticas. Esto no es casualidad, como se verd en el ejercicio 5.3.2.
Note ademads que para las asintotas de fase se ha considerado una versién simplificada. Para
curvas mas precisas, en los cambios de fase (como w = 1,100 en este caso) se recomienda
interpolar linealmente desde una década antes, hasta una década después.

! Aqui se considera que la variable dependiente es w € R, no jw.
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Diagrama de Bode de H; (jw)

TTT T T T T T T T LI B B B T T T

O —
m -20 -
)
L 40 |
2
2 sok |
(@]
[
s 80| .
-100 —
0
D 45 B
(]
)
o -90 —
%)
[
N
o -135 | -
-180 L Lol L Lol L Lol L R A
1072 107* 10° 10* 102 108 10

Frequency (rad/s)

Figura 5.8: Diagrama de Bode de Hj(jw). Note los cambios de pendiente en w = 1[rad/s], y
w = 100[rad/s].

2. A diferencia del primer ejercicio, Ha(jw) tiene un cero en w = 0Ofrad/s|. Independiente
de esto, podemos calcular la ganancia de Bode al calcular lim,,_,o H2(jw)/(jw) = 30. Por
ende, cuando w < 1, la curva del diagrama de Bode sube desde magnitud —oo[dB] a tasa de
20[dB/dec]. Producto del término (jw), la fase comienza en 90°. Al cruzar w = 0,1[rad/s],
la magnitud se mantiene constante en aproximadamente 201og(0,1) 4+ 201og(30), mientras
que la fase cae a 0°. Finalmente, el polo en 100[rad/s|] produce una caida en magnitud a
razén de —20[dB/dec], y la fase cae a —90°.

En resumen, las asintotas son las siguientes:

2010g(30) + 201og(w) si w < 1[rad/s],
|Ha(jw)|as = { 201og(30) + 201og(0,1) si 1rad/s] < w < 100[rad/s], ,
2010g(30) + 201og(0,1) — 201og(555) si w > 100[rad/s]
90°  siw < 1[rad/s],
ZHs(jw) =~ < 0° si 1[rad/s] < w < 100[rad/s],
—90° siw > 100[rad/s].
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Diagrama de Bode de Hs(jw)

107 107 107t 10° 10t 102 10° 10*

Frequency (rad/s)

Figura 5.9: Diagrama de Bode de Hz(jw). Note el valor peak constante ligeramente menor a
10[dB]. El valor obtenido por asintotas es 9,54[dB], mientras que el valor peak exacto es 9,53[dB].

3. Primero, escribimos H3(jw) como

0,25(jw + 1) (jw — 1)

N . '
(%) 12.02 (%) +1
donde se identifica que la ganancia de Bode es —0,25. Esto implica que el diagrama de
magnitud comienza en 201og(0,25)[dB], y el diagrama de fase? parte en —180°. Luego, el
par de ceros en w = 1[rad/s] provoca un aumento de magnitud de 40[dB/dec], mientras
que la fase se mantiene constante, pues la fase entregada por el cero de fase minima se
cancela con la del cero de fase no minima. Finalmente, el par de polos complejos conjugados

comienza a hacer efecto en w = 20[rad/s|, dejando constante la magnitud en 201og(0,25) +
4010g(20), y la fase en —360° (o 0°).

Las asintotas son:

Hj(jw) =

2010g(0,25) si w < 1[rad/s],
|H3(jw)|as =~ { 2010g(0,25) + 40log(w) si 1[rad/s] < w < 200[rad/s], ,
2010g(0,25) + 401og(20) si w > 200[rad/s]

—180° si w < 200[rad/s],

LHo(jw) =~
2(jw) {—360" si w > 200[rad/s].

En la Figura 5.10 se muestra el diagrama de Bode exacto. Un detalle no descrito en el andli-
sis asintético es el peak en w = 20[rad/s]. Este se debe a que el factor de amortiguamiento
es relativamente bajo (£ = 0,2).

Los diagramas de fase son invariantes a incrementos de 360°. Por este motivo, un dngulo de —180° es equi-

valente a uno de 180°.
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Diagrama de Bode de H3(jw)
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Figura 5.10: Diagrama de Bode de H3(jw).

Nota: Las tres respuestas en frecuencia anteriormente representadas no fueron escogidas por
casualidad. Viendo éstas como filtros, la primera corresponde a un filtro pasa-bajos, pues acentia
las bajas frecuencias y atenua las altas. La tercera respuesta en frecuencia es un filtro pasa-altos,
y tiene la misma interpretacion que un pasa-bajos, mientras que la segunda es un filtro pasa-
banda. Tal como su nombre lo indica, los filtros pasa-banda amplifican sélo un determinado
rango de frecuencias, y atendan el resto. O

Ejercicio 5.3.2 (#) Considere la respuesta en frecuencia

10

H(jw) = =5 (5.9)

Obtenga las curvas asintdticas del diagrama de Bode de magnitud, y compare el valor de |H (j10)|qB
exacto con el obtenido por el andlisis asintdtico.

Desarrollo. En primer lugar, la ganancia de Bode es H(0) = 1, por ende la primera asinto-
ta del diagrama de magnitud es |H(jw)|lgg = 0. Después, para w > 10[rad/s| se tiene la
asintota |H(jw)|ag = 20log(15). De todas formas, es claro que el andlisis asintdtico seflala
que |H(jw)|as = 0.

Ahora, obtengamos el valor exacto. Para esto, evaluamos
10 1

H(j10)| = —/———— = —.

IHGIO0)| = === —¢

En decibeles,

1
H(j10 =20log [ —= | = —10log(2) =~ —3.
[H(10)an = 2010 (5 ) = - 10log(2)

Es decir, el valor exacto se encuentra aproximadamente 3[dB] més bajo que el valor obtenido
por asintotas.
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Nota: Este resultado es bastante ocupado en el andalisis asintético para hacer mas preciso el
diagrama en las frecuencias asociadas a polos o ceros. Este ejercicio muestra que el ajuste de
3[dB] estd bien justificado tedricamente. O

Ejercicio 5.3.3 (s%) Dado el diagrama de Bode de la figura 5.11, proponga una respuesta en
frecuencia H(jw) que pueda ser representada aprozimadamente por él.
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Figura 5.11: Diagrama de Bode de H(jw).

Desarrollo. De la figura 5.11, podemos hacer las siguientes deducciones:

» La ganancia a continua es 0[dB]. Dado que en frecuencia cero el desfase es cero, debe

tenerse H(0) = 1.

En aproximadamente w = 107!, el diagrama de magnitud comienza a crecer a razén de
20[dB/dec]. Esto es indicio de un cero en w = 107!, Dado que en el diagrama de fase se
observa un aumento de fase, este cero debe corresponder a un cero de fase minima, de la
forma (10jw + 1).

En aproximadamente w = 1, el diagrama de magnitud se estaciona en un valor maximo,
cercano a 20[dB]. Es decir, se debe tener un polo cercano a w = 1, tal que la pendiente
del gréfico de magnitud sea 0[dB/dec]. Dado que en el diagrama de fase se observa una
disminucién de fase, este polo debe corresponder a un polo estable de la forma (jw + 1).

A partir de aproximadamente w = 10, en el grafico de magnitud se aprecia una pendiente
de —40[dB/dec], sin un peak visible en esta frecuencia. Esto es indicio de un polo doble en
w = 10. Dado que en el diagrama de fase se observa una disminucién de 180°, estos polos

. 2
son estables, de la forma (31—“’ + 1) )
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En conclusién, H(jw) es aproximadamente
10jw +1

) = (jw + 1) (% + 1)2'

5.4. Diagramas de Nyquist

El diagrama de Bode es una forma de representar H(jw) a partir de graficos separados de
magnitud y fase en funcién de la frecuencia w. Otra forma de representar H (jw) es a través del
diagrama de Nyquist, el cual consiste en graficar punto a punto para cada w > 0 la respuesta
en frecuencia en el plano complejo. Esto entrega una curva parametrizada en w, donde

» |H(jw)|: Distancia al origen.
» ZH(jw): Angulo contrarreloj con respecto al eje real positivo.

La forma mas facil de dibujar el diagrama de Nyquist es dibujar el diagrama de Bode y con éste,
graficar puntos relevantes y completar.

Ejercicio 5.4.1 (%) Obtenga el diagrama de Nyquist de la respuesta en frecuencia representada
por el diagrama de Bode de la Figura 5.12.

Diagrama de Bode de H (jw)
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Figura 5.12: Diagrama de Bode de H(jw).

Desarrollo. Dado que |H(0)|qp = 0[dB], y ZH(0) = 0°, el punto inicial H(0) se ubica en (1,0).
A medida que w aumenta, la curva de Nyquist debe lentamente acercarse al origen (dado que
la magnitud estd decayendo), mientras que la fase (es decir, el dngulo con respecto al eje real)
también decrece desde 0° a —90°. Finalmente, para w — 00, la curva de Nyquist debe alcanzar
el origen proviniendo desde el dngulo —90°.
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El analisis anterior implica que el diagrama de Nyquist debe ser una media luna en el cuarto
cuadrante, como la que se muestra en la Figura 5.13.

Diagrama de Nyquist de H (jw)
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Figura 5.13: Diagrama de Nyquist de H(jw).
Nota: Para este caso sencillo, es posible obtener la ecuacion de la curva explicitamente: A partir

del diagrama de Bode, se puede obtener que la respuesta en frecuencia representada es

10 100 v —10w

T jw+10  100+? 7100 +w?’
—
Re(H(w))  Im{H(jw)}

H(jw)

con lo cual calculamos

_ w2 \? 10w \2
(Re{H (jw)} — 0,5)* + (Im{H (jw)})* = (M) T (w()lfwz)

<l 50w + 2500
(100 + w?)2
=0,5% (5.10)

Es decir, la curva de Nyquist es la mitad inferior de la circunferencia (Re{H (jw)} — 0,5)% +
(Im{H (jw)})? = 0,52 O

Ejercicio 5.4.2 (seses) Obtenga el diagrama de Bode de

5(jw —0,1)

Hw) = Gy Go+ o)

(5.11)

Con este diagrama, obtenga una curva aproximada del diagrama de Nyquist.
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Desarrollo. La respuesta en frecuencia H(jw) tiene un polo en w = O[rad/s|. Entonces, calcula-
mos la ganancia de Bode como lim,, o (jw)H (jw) = —0,1. Por ende, cuando w < 1, la curva del
diagrama de Bode baja desde magnitud oo[dB] a tasa de —20[dB/dec|. Producto del término
(jw) y la negatividad de la ganancia de Bode, la fase comienza en —270° = 90°. Al cruzar
w = 0,1[rad/s], la magnitud se mantiene constante en aproximadamente 0[dB], mientras que la
fase cae a 0°. Finalmente, el polo estable en 5[rad/s| produce una caida en magnitud a razén de
—20[dB/dec], y la fase cae a —90°.
En resumen, las asintotas son las siguientes:

201og(0,1) — 20log(w) siw < 0,1[rad/s],

|H (jw)|a = {0 si 0,1[rad/s] < w < 5[rad/s], ,
—201og(%) si w > 5lrad/s]

90°  siw < 0,1[rad/s],

ZH(jw) ~ ¢ 0° si 0,1[rad/s] < w < 5[rad/s],

—90° siw > 5[rad/s].

Diagrama de Bode de H(jw)
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Dado el diagrama de Bode, notamos que el diagrama de Nyquist parte desde el infinito, en
el primer cuadrante. Como la fase comienza en 90°, la parte imaginaria de H(jw) es aquella que
no es acotada. Segundo, vemos que la curva de Nyquist cruza el eje real con distancia al origen
0[dB] = 1. Ademas, luego de este valor observamos que la magnitud decae a cero mientras que
la fase se aproxima a —90°, que corresponde al eje imaginario.

Un ultimo detalle a precisar: La curva cuando w es muy pequenio debe tener parte real
cercana a 1. Esto se concluye al notar que

-0,1 9,1

H(jw) =
(jw) jw | jw+5s

(5.12)

y por ende, para w < 1, el segundo término de la parte derecha de (5.12) es cercano a 1. O
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Diagrama de Nyquist de H(jw)
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Ejercicio 5.4.3 (s%) El diagrama de Nyquist de
10jw + 1

G(jw) = o+ 1) <% N 1>2

se encuentra en la figura 5.14. Si se excita el sistema con u(t) = 2cos (4t + §), determine y(t)
en estado estacionario, y compare con el resultado obtenido de forma grdfica gracias al diagrama
de Nyquist.

Diagrama de Nyquist de G(jw)
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Figura 5.14: Diagrama de Nyquist de G(jw).



5.4. DIAGRAMAS DE NYQUIST 97

Desarrollo. La ganancia y el desfase dados por G(jw) son:

1+ 100w?

Gjw)| = o) (1%20 . 1>2,

ZG(jw) = arctan (10w) — arctan (w) — 2 arctan (%) .

Evaluando en w = 4, se tiene
|G(74)| = 8,37, ZG(j4) = —0,54.
De esta forma, se tiene que la salida y(¢) en estado estacionario corresponde a
y(t) =2+ G(j4)] cos (42 + g +2G(j4))

— 2.8,37cos (4t n g - 0,54) .

Ahora, ocupando el diagrama de Nyquist dado, se sabe por inspeccién que Re{G(j4)} = 7,17, e
Im{G(j4)} = —4,31. Entonces,

IG(j4)| = VRe{G(j4)}? + Im{G(j4)}? = 8,37

o m{GGYTY
ZG(j4) = arctan (W) = —0,54.

Con estos valores, se obtiene la misma sefial y(t) antes calculada con el método analitico, tal
como debe ser. Claramente el método ocupando el diagrama de Nyquist es mas facil.

Nota: Si se observa el diagrama de Bode de este mismo sistema en la Figura 5.11, es posible
obtener las mismas conclusiones, haciendo el cambio desde dB a magnitud absoluta. O



Capitulo 6

Sistemas Hibridos

Senales de sistemas fisicos son senales de tiempo continuo. Sin embargo, para procesar esta
informacién generalmente se usa tecnologia digital. La interaccién entre componentes tanto de
tiempo continuo como de tiempo discreto se estudia en este capitulo.

Primero, analizaremos cémo muestrear sefiales analégicas, y si es posible reconstruir aquella
senal utilizando sélo informacién en tiempo discreto. Finalmente, estudiaremos (con poco detalle)
la nocién de sistema equivalente de tiempo discreto.

6.1. Muestreo y reconstruccion de senales

El muestreo incorrecto de senales analdgicas puede provocar que senales de alta frecuencia se
tornen indistinguibles con senales de baja frecuencia. Este efecto se denomina aliasing o doblaje
en frecuencia. Para evitar esto, se debe muestrear la senal analdgica a mas del doble de la
frecuencia maxima de su espectro (o frecuencia de Nyquist).

El espectro de una sefial muestreada con un periodo A, corresponde a la suma, escalada
por 1/A, del espectro de la senal de tiempo continua y de ese mismo espectro desplazado en
multiplos de la frecuencia de muestreo w,,, = 27 /A.

Para obtener reconstruccion perfecta, debe cumplirse

1. La senal de tiempo continuo debe tener energia solo en una banda limitada, con frecuencia
méxima w, donde |F(jw)| = 0 para w > we.

2. La frecuencia de muestreo debe ser mayor que 2w..

3. Para reconstruir, aplicar filtro pasabajos ideal para eliminar espectros repetidos en altas
frecuencias y normalizar por A.

En la préctica, la reconstruccion se realiza tomando en cuenta el ancho de banda w, de la senal
por reconstruir. Un criterio usual para disenar la frecuencia de muestreo wy, es considerar wy,
entre 5 a 10 veces mayor que el ancho de banda del sistema, pues con esta elecciéon la informacion
perdida en alta frecuencia es insignificante.

Ejercicio 6.1.1 (#) Considere el esquema dado en la figura 6.1. Si G1(s) = 1/(s + a) con
a > 0, sa qué tasa se debe muestrear la senal y(t) para poder obtener un equivalente discreto
apropiado de G1(s)?

98
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Desarrollo. Notemos en primer lugar que el ancho de banda del sistema G1(s) estd dado por
we = alrad/s|. Para decidir la tasa de muestreo, se recurre al criterio mencionado en la seccién
6.1:

27
Sw,. < N < 10w,

T oA
5a =~ 7 ba

Nota: Existen otros criterios para elegir la tasa de muestreo. Otro criterio comun [7] se deduce
a partir de la respuesta a escalén del sistema en el dominio del tiempo. La idea es considerar
entre 4 a 10 muestras durante el tiempo de levantamiento ¢7. Esto conduce al criterio

iy iy
— <AL=
10— — 4
Para este caso, al considerar el tiempo de levantamiento como 4/a, se tiene el criterio

2 A<t
5a a

el cual se asemeja bastante al criterio de ancho de banda obtenido anteriormente. ([l

Ejercicio 6.1.2 (ssw) Considere la senal

teR.

Determine su espectro, y una tasa de muestreo apropiada para muestrear esta senal. ;Puede
consequirse reconstruccion perfecta?
Ayuda: Considere F(jw) = F{f(t)}, la cual se supone bien definida. Si la transformada de
Fourier F(jw) = F{t?f(t)} estd bien definida, entonces F(jw) satisface

d*F (jw)

—5 = —F(jw). (6.1)

Desarrollo. Lo més dificil en este ejercicio es determinar el espectro. Para ello, primero hacemos
un calculo auxiliar:

FIE2F#) = %]—"{1} _ %]—"{cos(t)} —45(w) — 26(w — 1) — 20(w + 1).

Ahora, acudimos a la propiedad en (6.1) para obtener!

d*F(jw)
dw?
— F(jw) = —4r(w) +2r(w—1)+ 2r(w +1)

= —45(w) + 26(w — 1) + 26(w + 1)

donde r(-) es la funcién rampa unitaria. En otras palabras,
, 2(1 — |w|) si|w| <1,
F(jw) = .
0 si |w| > 1.

Esto implica que cualquier frecuencia de muestreo mayor que 2w, = 2[rad/s| = 47[Hz] es apro-
piada para esta senal. Para estas frecuencias de muestreo, es posible conseguir reconstrucciéon
perfecta. ]

LAl aplicar antiderivada, se debe tener en cuenta posibles constantes en la solucién final. Sin embargo, al
calcular la transformada inversa a lo obtenido puede comprobarse que el resultado esta correcto.
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6.2. Discretizacion de sistemas de tiempo continuo

En lo estudiado en esta seccién, la idea principal utilizada en la discretizaciéon de sistemas de
tiempo continuo es la equivalencia entre respuestas a escalén. Es decir, se busca aquel modelo de
tiempo discreto que consigue una respuesta a escalén igual a la respuesta a escalén del sistema
de tiempo continuo en los instantes de muestreo.

Para el andlisis, se supone que la senal de entrada al sistema de tiempo continuo se forma
a partir de la retencién de valores discretos dados por la senial de tiempo discreto ug[k]. Esta
retencién la proporciona el retenedor de orden cero? o ZOH, por sus siglas en inglés.

El diagrama de bloques que representa esta situacion se encuentra en la Figura 6.1.

_ualk] | oon

u(t) G(S) y(t) yd[k]

[ |
I 1

Figura 6.1: Discretizacién de modelo continuo a partir de un redentor de orden cero.
La relaciéon entre las secuencias de entrada ug[k] e yq[k] estd dada por
Ya(z) = Ha(2)Ua(2),

donde Uy(z) = Z{uq[k|}, Ya(2) = Z{yalk]} y la funcién de transferencia H,(z) estd dada por

Hyz) =21z {ﬁl {G(S)} t:m} . (6.2)

z s
En variables de estado, a partir de las matrices de variables de estado continuas (A, B, C,D) se
obtienen las matrices del modelo de estado en tiempo discreto como?®

A
A;=e42, By= / eABdny, Cy=C, Dy;=D.
0

Ejercicio 6.2.1 (seses) Considere el siguiente sistema de tiempo continuo

4
G(s) = ———.
() s(s+2)
Dado el periodo de muestreo A = %ln(%), obtenga el equivalente con retenedor de orden cero
de G(s), Hq(z). Posteriormente, obtenga la representacion en de variables de estado de Hy(z)
a partir de las representacion en variables de estado de G(s). Finalmente, muestre que ambas
representaciones del equivalente en tiempo discreto son equivalentes.

2Existen otros tipos de retenedores (como el de orden uno, o splines), pero aquf solo se estudia el retenedor de
orden cero.

3Aqui se debe calcular la exponencial de una matriz. Formas de calcular esta expresién se encuentran en el
Apéndice 7.3.6 de este apunte.
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Desarrollo. Aplicando la férmula (6.2), se tiene

_z—1 1 4
O G TN
Sy D o S
z S s $+2) |—ia
—1
_f"z {(—1 + 2t + e_Qt) p(t) }
< t=kA
z=1( —=z n 2Az n z
oz z—1 (2—1)2 z—e2A
z[(3) - 3] +Li-2m(®)

B (z—1)(z — 0,8) ' (6:3)

Ahora, siguiendo los pasos estdndares vistos en la seccion 5.1, obtenemos la siguiente represen-
tacion en variables de estado para G(s):

[da:l (t)
dt
dxo (t)

dt

Para calcular Ay = e®?, vemos que

2_0_2 3_04 4_0—8
A_[o 4}’ A=l 8]0 A =0 16

y por ende se puede demostrar por induccién que para todo n € N,

S UNEE

Con este célculo, determinamos Ag = e por su expansién en serie:

Ay = [1 0] +i£ [0 (—2)"_1] _ [1 S %;(_2)”—1:| _ [1 1_62A] |

n 2
0 1] "4 mnl [0 (-2 0 S, 2r(-2)m" 0 e 22

Por otro lado, obtenemos B, resolviendo

A —2 —2A
2(1 —e2") 20+ e 72 -1
Ba = /0 { 4e=2 ] dn = [ 2 —2¢2A ] '

Estas son las Uinicas matrices que se requieren, pues se sabe que Cy; = C, y Dy = D. Finalmente,
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comprobamos que la representacion de estado es equivalente al H,(z) obtenido en (6.3) al notar

po1 —1=e?27T oA e
0 z—e22 2 — 2724

CENCErES 2 2 — 2728
22A +e 2 — 1)+ (1 —e 22 —2Ae728)
- 078)

Ci(zI—Ay) 'Bg+Dy=[1 0 [

lo cual coincide con lo calculado en (6.3). O

Ejercicio 6.2.2 () Obtenga el equivalente con retentor de orden cero del sistema

3(s—2)

)= DG 13

con A =0,1 yA=1. ;Cudl de los dos periodos de muestreo es mejor para este caso?
Desarrollo. Nuevamente aplicando la férmula (6.2), se tiene

-1 -9 9 5
Hz)=>"-z{ct{ =4 2 _ 2
z s s+1  s+3] |,—ka
—1 9 5)
:Z {( 2+fe —26_3t>,u(t) }
t=kA

5
:Z—l _ §Z
1 z—eA z—e3A

2 —
-A _ 5 fSA 2) %efA + %efSA _ 2674A

(z —e ) (z — e 38)

l\"\@

Note que G(0) = H(1), tal como corresponde. Evaluando para los A pedidos, se tiene

0,219z — 0,269 Hy () = 04692 = 0,7323
(z—0,905)(z — 0,741)" "7 (2-0,368)(z — 0,049)

HgJ(Z) =

Para decidir qué periodo de muestreo es més adecuado, determinamos el rango de periodo de
muestreo de acuerdo al criterio mencionado anteriormente. Considerando la frecuencia del polo
mas réapido como el ancho de banda del sistema, se tiene w. = 3[rad/s] y por ende

2T
Sw, < N < 10w, = 0,209 < A <0,419.

Pese a no estar dentro del rango sugerido por el criterio, es preferible ocupar A = 0,1 pues con
A =1 no se puede asegurar una buena reconstruccién dado que la frecuencia de muestreo w,, =
27 es demasiado cercana al ancho de banda del sistema. Esto lo podemos observar comparando
las respuestas a escalén para distintos valores de A. O
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Respuesta a escalon
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Capitulo 7
Apéndice

En esta seccidén se repasan muy brevemente algunas herramientas matematicas que son de
utilidad para entender los contenidos de este apunte.

7.1. Numeros complejos

Un numero complejo es un numero que puede ser expresado de la forma z = a + bj, donde
j 2 +/—1y a,bson nimeros reales. El ntimero a es la parte real de z, mientras que b es la parte
imaginaria de z. Si z = a + bj, entonces a — bj es el nimero complejo conjugado de z, denotado
como z. Si z1 = a1 + b1j ¥y 20 = as + byj, entonces las siguientes igualdades se satisfacen:

21+ 22 = (a1 + az) + (b1 + b2)j
21— 29 = (a1 — ag) + (by — b2)j
2129 = (ayag — bibe) + (a1b2 + brag)j
z21 _ arag +biby | (biag —aiby) .
29 a3 + b3 a3 + b3

Recuerde que dos nimeros complejos son iguales si y solo si ambas partes reales e imaginarias
coinciden.

Ademaés de representar un nimero complejo con su forma cartesiana como lo visto arriba,
también se puede escribir por su forma polar. Si interpretamos el niimero complejo z = a + bj
como el punto (a,b) del plano complejo, introducimos las coordenadas polares (r, ¢), donde

a=rcos(¢), b=rsin(p).
Asi, escribimos
z = r[cos(¢) + jsin(¢)]. (7.1)

Como z es un numero complejo arbitrario, en particular se tendrd que para todo x € C existen
ry ¢ que satisfacen

eI® = r[cos(¢) + jsin(¢)]. (7.2)

Tomando derivada a ambos lados con respecto a x, y reemplazando e’* tenemos

jrlcos(¢) + jsin(p)] = [cos(¢) + j sin(gf))]% +r[—sin(¢) +j COS(@]%'

104
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Comparando partes reales e imaginarias, deducimos que dr/dz =0y d¢/dx =1. Comor =1y
¢ = 0 cuando = = 0 gracias a que ¢/% = 0, se tiene que r = 1 y ¢ = z. Reemplazando en (7.2)
hemos probado la identidad de Euler

e?? = cos(¢) + jsin(¢). (7.3)
Gracias a esta férmula, podemos escribir (7.1) de forma méas compacta como
z=rel?,

Aqui, r representa la magnitud del nimero complejo, v ¢ es la fase. La magnitud se calcula
como r = va? + b2, mientras que la fase se calcula con una férmula més complicada':

arctan(g) sia >0,
arctan(2) + 7 sia<0yb>0,
6 — arctan2(b, a) 2 arctan(g)—w sia<0yb<0,
’ 3 sia=0yb>0,
-5 sia=0yb<0,
\indeﬁnido sia=0yb=0.
Im{z}
——————— b
: r 10)
- ‘ Re{z}

Figura 7.1: Conversién entre coordenadas cartesianas y polares.

En los contenidos relacionados con analisis en el dominio de la frecuencia, usualmente se
requiere pasar un nimero complejo desde coordenadas cartesianas a polares. Veamos un ejemplo
de cémo se hace esta operacion.

Ejemplo: Obtengamos la forma polar de

a+bj

c+dj’

donde ac + bd > 0. Al multiplicar z por (¢ — dj)/(c — dj), podemos escribir

212 2+ b2 be — ad
¢ = E expljarctan2(be - ad, ac + bd)] = | % exp [j aretan < +Zd>] |

Ademsds de dar entregar una descripcion clara entre las coordinadas cartesianas y polares,
la identidad de Euler es ocupada en este apunte para reescribir las funciones trigonométricas
seno y coseno como combinaciones lineales de funciones exponenciales complejas. Para esto,

'En vez de memorizar la férmula, lo més fécil es dibujar el punto (a, b) en el plano complejo y usar trigonometria
para obtener el dngulo entre la recta real positiva y el vector (a,b).
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simplemente formamos un sistema de ecuaciones con (7.3) y e 7% = cos(—¢) + jsin(—¢) =
cos(¢) — jsin(¢), donde las incégnitas son cos(¢) y sin(¢), obteniéndose

ej¢ + efjd) €]¢ — efjd)

cos(¢) = ——5— sin(9) = —

Estas dos formas equivalentes son particularmente ttiles en el capitulo 3.

7.2. Fracciones parciales

Al expandir en fracciones parciales, se expresa un cociente de polinomios como una suma. de
cocientes de polinomios de menor orden. Esta técnica es utilizada para determinar transformadas
inversa de Fourier, Laplace y Zeta.

En general, deseamos obtener una expansién en fracciones parciales de funciones de la forma

B(z)  bpa™ + byq2™ 4 4 bz + bo
Alz) 2"+ ap_12" 1+ arz + ag

F(z) =

donde m es estrictamente menor? que n. El primer paso consiste en factorizar el denominador
de F(x):
B(x)

(x —x1)(x—22) - (T — 1y

A continuacién veremos los 2 casos posibles.

F(r) =

7.2.1. Denominador con raices distintas

En caso de que A(z) tenga raices todas distintas entre si, la expansién en fracciones parciales
de F(x) tendra la forma
C1 C2 Cn

F(z) = oot ,
xr— T xr — T2 T — Tn

(7.4)

donde ¢; € C. Note que los polos z1,...,z, pueden ser niimeros complejos.
Sin pérdida de generalidad, veamos cémo obtener el coeficiente ¢;. Multiplicamos por (x—x)
en ambos lados de (7.4) para obtener
B(z ca(r —x cn(x — 2
(2) 2( ),y ol 1)

(x—w2)~-(x—xn):cl+ T — X9 T — T

Evaluando en x = x1, concluimos que

B(x1)

(21 —22) -+ (71 — @)

Cl —

Los demaés coeficientes se calculan de la misma manera.

Nota: La expresién (7.4) es una igualdad de polinomios, la cual debe ser satisfecha para todo
z € R. Entonces, otra forma de obtener la expansién en fracciones parciales es simplemente
evaluando los polinomios para distintos valores de x, obteniendo asi un sistema de ecuaciones

2Si la funcién racional tiene numerador de igual grado que su denominador, se debe separar el término constante
B(c0)/A(o0) y expandir en fracciones parciales el resto.
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lineales en los coeficientes ¢;. Esta técnica se ocupara luego.

Ejemplo: Calculemos la expansion en fracciones parciales de

dx + 2
F(x) = .
(z) (x—=1)(z+1)(z+3)
Primero, escribimos
F(z) = C1 C2 C3

-0 @+l (@+3)

Los coeficientes c¢q, ¢o, c3 estan dados por

4dx + 2 3 4+ 2 1 dr + 2 5
Cl = 77—~ = -, QO = ——F7—"— = -, 3 = —mm——— = ——,
et D)E+3) ., 4 7T @D +3) 2 T @+ )1 4

r=—1 r=—3

De forma equivalente, podemos encontrar los coeficientes ¢y, ¢a, c3 al resolver el siguiente sistema

de ecuaciones®:
c
F(O):—Cl+62+§3
c
Fem:—é—@+%
Co C3
F(2) = — 4+ =
( ) c1 + 3 + 5
lo cual conduce a las mismos mismos coeficientes obtenidos anteriormente. OJ

7.2.2. Denominador con una raiz multiple

En caso de que A(x) tenga alguna raiz r repetida n, veces, la expansién en fracciones parciales
de F(x) tendra la forma

C1 Cn—n dy dp,
T — 2 X —Tp_p, T—T (x —r)nr
donde c¢;, d; € C. Para obtener cy, ..., cy—p,, se recurre a la misma técnica repasada en la secciéon

anterior para raices distintas. Esa estrategia también puede usarse para determinar d,,., si se
multiplica ambos lados de (7.5) por (z — r)" y se evalia en x = r. De esta forma se obtiene

B(r)
dp, = )
(r—m) - (r—2n-n,)
Finalmente, para determinar dy, ..., d,,—1, simplemente se evalia ambos lados de (7.5) en n, —1
puntos distintos (cualquier valor de 2 que no sea polo sirve), para obtener un sistema de ecua-
ciones de n, — 1 ecuaciones e incognitas dy, ..., dy,, 1.

Ejemplo: Calculemos la expansion en fracciones parciales de

3x+2

F(z) = (x —1)2(z+2)(x—2)

3Los valores de evaluacién = = 0,2, —2 fueron escogidos arbitrariamente. Cualquier valor de z € C que no sea
rafz de A(z) provee una evaluacién valida.
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Primero, escribimos

C1 C2 dl d2
@+2)  (@=2)  @-1  (@=12

F(z) = (7.6)

Los coeficientes c1, co y do se calculan mediante

o — 3r+1 _1 o — 3r+1 _ d—L _ 5
S )| B M b ) T A | R ) | N

Finalmente, evaluamos ambos lados de (7.6) en = = 0 para obtener una ecuacién que permite
determinar d;:

Nota: En caso de que A(z) tenga varias raices repetidas, el procedimiento es similar: primero
se encuentran los coeficientes que son posibles de obtener via el método de raices distintas
estudiadas anteriormente, y luego se evalia ambos lados de la expansién en distintos puntos,
para formar un sistema de ecuaciones consistente y resolver. O

7.3. Algebra lineal

Algebra lineal es un contenido base para entender variables de estado. Un muy buen libro
para estudiar este tdpico es [8].

7.3.1. Conceptos basicos

Un vector x en R™ es una enetupla

In

donde cada z; € R. Si y € R" es un vector con componentes y;, y &« € R es un escalar, entonces
la suma de vectores y multiplicacion por escalar se describe con la identidad

x1 (% ary + Y1
x2 Y2 axy + Y2
ox+y=afl.|+|.]|= )
Tn Yn QLp + Yn
Dados aj,. .., a,, escalares, un conjunto de vectores {x1,...,x,,} se dice linealmente indepen-

diente si la ecuacion
a1X] + aoXg + -+ Xy, =0

se satisface Uinicamente cuando aq, ..., o, son todos cero.
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Una matriz A € R™*" (es decir, de m filas y n columnas), es un arreglo rectangular de la
forma

ail ai2 ctt Qln

azy a22 cet A2n
A= ,

Aml Am2 *° Gmn

donde a;; € R. Una matriz se dice cuadrada si tiene igual nimero de filas que columnas. La
matriz identidad, denotada como I, es una matriz cuadrada cuyos elementos son 1 si forman
parte de la diagonal principal (es decir, a;; = 1), y 0 en caso contrario.

La multiplicacién entre una matriz A y un vector x se define como

ail ai2 A1m
aai a2 a2m

Ax=xz1| . | +x2| . |+ +z2m | . |, (7.7)
an1 an?2 Anm,

mientras que la multiplicacién entre una matriz A € R™*"” y B € R"*P_ que tiene columnas
bi,ba,...,b, € R", se define como

AB = |Ab; Aby --- Ab,| € R™*P,

7.3.2. Determinante

El determinante de una matriz cuadrada es un nimero que determina multiples propiedades
geométricas y algebraicas de la matriz en cuestion. Es esencial para el calculo de la inversa de
una matriz, como se vera luego.

La formula general para calcular determinantes de una matriz cuadrada arbitraria esta fuera
del alcance de este apéndice. Las férmulas para matrices de tamafio 2 x2 y 3x 3 son las siguientes:

d ail ai2|\
et = a11a22 — 12021,
as1 a9

Gtz s G2 Q23 a1 ass az; a2
det a1 Qa9 23 = ayp det — a1z det + aq3 det .
az2 ass aszip az3 azyp as2

azyp asz2 as3

7.3.3. Inversa de una matriz
Una matriz cuadrada A € R™*"™ es invertible si existe una matriz B € R™*" tal que
AB=BA =1

Denotamos B como A1, la inversa de la matriz A.
Una matriz es invertible si y s6lo si det(A) # 0. En caso de existir, se sabe que la inversa de
una matriz invertible estd dada por

L1

= mAdj(A),
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donde Adj(A) es la matriz adjunta de A, definida como la transpuesta de su matriz de cofacto-
res?. A modo de ejemplo,

-1

a1 ai2| 1 Adj [ |M @] 2 1 azy  —ai

ag1 a22 det aj; @12 az1 a22 aila —aizag1 [—a21 a1
az1 Qa2

7.3.4. Autovalores y autovectores

Consideremos una matirz cuadrada A € R™*™. Un escalar A € C y un vector no nulo
x € C™*! son un autovalor de A y su autovector asociado si

Ax = Ax.
Note que la matriz A — Al no es invertible, pues si lo fuera, se tendria
(A-MDx=0 <= (A-X)HA-A)x=(A-A)"'0 «= x=0,

lo cual contradice que x sea no nulo. El razonamiento anterior indica que un autovalor A es una
raiz de la ecuacion caracteristica de A:

det(A —AI) =0
Se puede demostrar que el determinante de una matriz es igual al producto de sus autovalores®.

Antes de la préxima seccién, conviene introducir algunos conceptos de multiplicidad de
autovalores. La multiplicidad algebraica de un autovalor A es la cantidad de veces que A se repite
como raiz de la ecuacién caracteristica de A. Por otra parte, la multiplicidad geométrica de un
autovalor A es el nimero maximo de autovectores linealmente independientes asociados a A.

7.3.5. Diagonalizacién de una matriz

Una matriz diagonal goza de propiedades tutiles para hacer cémputos y analisis, pues es
lo mas similar a trabajar con escalares. Dados ciertos requerimientos, es posible expresar una
matriz A como A = PDP~!, donde P es una matriz invertible y D es una matriz diagonal. Este
procedimiento se denomina diagonalizacion de una matriz, y cuando éste es posible, decimos que
la matriz A es diagonalizable. A final de cuentas, la matriz D contiene la informacion relevante
para hacer cédlculos con la matriz A. Por ejemplo, con la factorizacion anterior podemos calcular
directamente la matriz A¥, con k € N, como

A* = (PDP Y)Y (PDP})...(PDP!) = PD*P L.

A modo de ilustracién, veamos de dénde surge la factorizacién A = PDP~!. Recordemos
que cada par autovalor-autovector (\;,x;) satisface

AXZ' == )\iXi .

4No se repasa la matriz adjunta en este apéndice, pues no es fundamental para lo que se estudia en el apunte.
El lector interesado puede revisar [8] para completar los vacios.
Para demostrar esta aseveracién, basta expandir el polinomio det(A — AI) y fijar A = 0.
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Podemos formar una matriz con estos vectores columnas:

X1 X2 o Xy | = [MXr AeXo o0 ApXm |,

lo cual se puede reescribir como

I N R L A

Alxy x90 - Xl = Ix1 x2 -+ x , (7.8)

IS R A . e

=P

=D

lo cual nos indica que si la matriz P formada por los autovectores es invertible, entonces A se
puede escribir como A = PDP~!, donde D es una matriz diagonal formada por los autovalores
de A, y P es una matriz compuesta por los autovectores de A.

La invertibilidad de la matriz P en (7.8) se dara si y sélo si todos sus autovalores tienen la
misma multiplicidad algebraica que geométrica. Es decir, una matriz es diagonalizable si y sélo
si todos sus autovalores tienen la misma multiplicidad algebraica que geométrica. En particular,
si una matriz tiene todos sus autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Ejemplo: Diagonalicemos la matriz

1 -2 2
A=1[0 -1 0
1 -1 0

Primero, determinamos la ecuacion caracteristica
det(A — M) =0 <= (=1 =N\ =X—2)=0,

la cual conduce a Ay = Ao = —1, y A3 = 2. Para el autovalor multiple en —1, encontramos los
autovectores x1 y Xo al resolver para x

2 -2 2
(A+I)x=0<«<= (0 0 0|x=0
|1 -1 1)
1 —1 1] 1 -1
<~ [0 0 0|x=0. < x=a1|1l|4+a2]| 0|,
10 0 0] 0 1

donde a1, as € R. Es decir, los autovectores son

1 -1

—

X1 =

o
—
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Por otra parte, encontramos el autovector asociado con Az con el calculo siguiente:

-1 0 2 2
(A-2I)x3=0 <= |0 -3 0|x3=0 = x3= |0
0 0 0 1

Como los autovectores x1, X2 y xg son linealmente independientes, la matriz A es diagonalizable
y tiene factorizacion dada por

1 -1 2][-1 0 0[O 1 0
A=1|1 0 0 0-10-%%% O
0 1 110 0 2|[F -3 3
P D p-1

7.3.6. Exponencial de una matriz

Para encontrar sistemas equivalentes de tiempo discreto en variables de estado, se requiere
calcular e, donde A es una matriz cuadrada. La exponencial de una matriz A es una matriz
cuadrada definida como

oo
A
2D
k=0

Note que la exponencial de una matriz no es la exponencial de sus elementos. Eso si, si A es
una matriz diagonal, la exponencial de A no es méas que la matriz diagonal cuyos elementos en
la diagonal son las exponenciales de los elementos de la diagonal de A.

En este apunte, la forma preferida para calcular la exponencial de una matriz es ocupando
directamente la definicién (7.9), dado que es la forma que requiere menos conocimientos previos
de matematica. Sin embargo, existen muchas formas distintas para obtener la exponencial de
una matriz®. Aqui daremos otras dos maneras.

| —

(A" (7.9)

-

Segundo método: En caso de que la matriz A € R™*™ fuese diagonalizable’, escribimos
A = PDP!, donde D es una matriz diagonal con autovalores i, ..., Ay, N0 necesariamente
distintos. Con esta descomposicién, vemos que A2 = PDP 'PDP~! = PD?P~! y en general,
A¥ = PD*P~! para k € N. Es decir, podemos calcular e® como

o
1
A _ 1 Nkp-1 _ p Dp-1
e _sz!D P! =PPP L
k=0
Tercer método: Luego de haber estudiado la transformada de Laplace, es posible deducir que®

L{eA) = (s — A)~L,

Entonces, se tiene que
et = E_l{(sI — A)_l}‘t:p

SEl lector interesado puede consultar la excelente referencia [9]

"En caso de que A no fuera diagonalizable, el cdlculo hecho atin es vélido, pero con la forma de Jordan de la
matriz A, en vez de D. Esta generalizacién estd afuera del alcance del apunte.

8La transformada de Laplace de una matriz es la matriz con componentes dados por la transformada de Laplace
de cada elemento.
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donde la transformada inversa se calcula elemento a elemento.

Ejemplo: Sea

Determinaremos e® de las tres maneras vistas.

1. Primer método: Notemos que

, [4 -3 5 [-8 7 . [16 —15
A_[o ] A= e ) AT 0 )

Via induccién, se puede demostrar que, para k € N,

Entonces, se tiene

A kZ::o k! kz::o k'!k _ e et —c ?
> (-1) 0 e
0 .
=0 !

2. Segundo método: Podemos escribir A como

B 6 6

Por ende,

A pDp-1_ |11 e2 0 1 -1 e? el —e?
e_PeP_[01Oe—101_o et |-

3. Tercer método: Primero calculamos

-1
3 +92 -1 1 s+1 1
I-A) =" = .
(sT—A) [0 s+1} (s+2)(s—|—1)[ 0 s—i-Q}
Entonces,
. . . % %_% e~2t ot _ o2t
R | | T A 1)
s+1
y por ende
-2 -1 2
A _ e et —e
¢ _[O et ]’

tal como se esperaba. O
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7.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta seccién repasaremos cémo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

7.4.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

En general, se busca resolver una ecuacién diferencial de la forma
dz(t
Y0 payate) = gryute), (7.10)

con condicién inicial z(0) = x. En este apunte, u(t) es la entrada a algin sistema, mien-
tras que a;( ) es la respuesta que se quiere determinar. Para encontrar z(t), multiplicamos por
expq{ fo s)ds} a ambos lados de (7.10) para obtener

exp{fo (s)ds}]
dt

= q(tyu(t)elo P
Esto conduce a

t
x(t) = xpe ~Jop(s)ds | o= Jop(s)d / q(T)u(r)els P gy

0
Para el caso comin donde p(t) = —a y q(t) = b constantes, se tiene
t
z(t) = zpe™ + b/ u(r)e = dr. (7.11)
0

7.4.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

En general, resolver un sistema de ecuaciones diferenciales no es una tarea facil. Sin embargo,
para el caso de primer orden con coeficientes constantes, la solucién es bastante simple. Las ideas
vistas acé tienen aplicacion directa en la seccién de variables de estado.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

dxq(t
C;t( ) = aua:l(t) =+ a12x2<t) —+ -+ alnxn(t) + blu(t)
dzo(t
;If( ) = a21{L‘1(t) “+ ag9x9 (t) + -+ CLQn:L‘n(t) + bgu(t)
o=+ 4+ o+
dx,,(t
0 y01(0) + ansaalt) + -+ anea®) + bou),
sujeto a x1(0) = 19, £2(0) = x20, ..., n(0) = zyo. Este sistema se puede reescribir como
dx(t
) Ax(t) + Bu(t)
dt
sujeto a x(0) = x¢, donde
x1(t) ailr aiz v Ay by Z10
x2(t) ag1 @y -+ a2y by T20
X(t) = . ) A - . . . . 9 B - . ) Xp =

xn(t) anpl Ap2 - QApn bn Tno
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Para simplificar los calculos, supongamos que A es diagonalizable. Es decir, podemos escribir
A = PDP !, donde D es una matriz diagonal compuesta por los autovalores de A, los cuales

llamaremos A1, ..., A,.
Gracias a esta descomposicién, proponemos el cambio de variable z(t) = P~1x(t), con z(0) :=
zo = P7!x(. Con esta sustitucién, nos queda

dz(t)
dt

= Dz(t) + P~ 'Bul(t),

lo cual no es mas que n ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas de la forma

B0\ o
0 = Nizi(t) + bju(t),

donde b; es el i-ésimo elemento del vector P~!B. Acudiendo a lo obtenido en la seccién 7.4.1,
obtenemos

ot
zi(t) = zoie™t + bi/ u(T)e)"'(t_T)dT.

0
Sabiendo que la matriz diagonal formada por eit, i = 1,...,n es equivalente a la matriz eP?,
podemos escribir
t
z(t) = ePlzg +/ u(r)ePdrPIB.
0
Finalmente, volvemos a x(t) gracias a z(t) = P~!x(t), quedando
t
x(t) = PeP'P1xo + / u(r)PeLIP1drB
0
t
= eAlxg +/ u(r)er 7 drB, (7.12)
0

lo cual es una generalizacién de lo obtenido en (7.11). El resultado (7.12) corresponde a la
solucién explicita de la ecuacién de estado en la representacién de variables de estado de un
sistema lineal e invariante en el tiempo. Si bien el desarrollo fue hecho asumiendo que A es
diagonalizable, puede demostrarse que (7.12) es valida para cualquier matriz A.

7.4.3. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

En este apunte, solo se cubren ecuaciones diferenciales de segundo grado lineales con coefi-
cientes constantes. Aqui, interesa resolver la ecuacion
d?x(t) dx(t)

72 +a i + bx(t) = u(t), (7.13)

sujeto a z(0) = x¢ y dz(0)/dt = z{. Al hacer x1(t) = x(t) y z2(t) = dx(t)/dt, podemos escribir
la ecuacién diferencial (7.13) como

dx(t)
o <[4 2] ]+ [
dt — ~~
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Este sistema de ecuaciones diferenciales tiene solucién dada por (7.12). Asi, si x() es la solucién
de (7.12) para este caso, la solucién de (7.13) estd dada por [1 0] x(¢), es decir, es la primera
componente del vector x(t). Para ilustrar este resultado, obtengamos la solucién explicita en
caso de que a’® — 4b # 0. En este caso, podemos diagonalizar A:

A— 1 1 1M O Ay —1
= A AL A |0 Ao |=A 1
donde los autovalores A1 y A9 estan dados por

—a+Va? —4b ) —a—+Va?—4b
—_—, A=

A= 9 2

Note ademés que A\ — Ay = Va? — 4b # 0. Entonces, podemos escribir la respuesta frente a las
condiciones iniciales como

1 1 o 1 1]feMt 0 Ao —1] [z
Ao — A1 A1 A9 0 ezt -1 1 :U6
(Aozo — xé)eklt — (Mo — x{])e/\ﬂ

Ay — A\ '

[1 0] eAtxo =

Por otra parte, la componente asociada al estimulo u(t) estd dada por

t 1 t 1 17 [eME") 0 Ny —1] [0
A(t—T) _ 2
1 0]/0 u(T)e drB A2_A1/0 u(r) [1 0] [Al AQ] [ 0 e)‘Q(tT)] [—Al 1] [1

1 t N
= u(r)[eM ) — 2=y,
el RG] |
Entonces, la respuesta total es
Art Aot ¢
(t) = (Aazo — z())e™Mt — (Mg — xf)e™? N 1 / U(T)[e,\l(th) _ e,\g(t—r)]dT_
)\2 — )\1 >\2 - )\1 0

De esta solucién vemos como las condiciones iniciales influyen linealmente en la respuesta total.
Esta parte de la respuesta decae (o crece) exponencialmente segin los autovalores A\; y Ag.
Ademas, la senal u(t) es integrada con una funcién peso también exponencial, dependiente de
los autovalores ya calculados. En el capitulo 2, se ve que esta operacién es la convolucion entre
la funcién u(t) y los modos naturales del sistema, et y e*2t,
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